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Preface/序文

スヒン（自転運動）は近代日本の数理科学が初めて世界的な貢献を行なったテーマ

である。成果は木村栄（ひさし）の木村項またはz項として知られている。木村項の

解明も実は日本の若生康二郎によってなされ、流体核とマントルとの相互作用へと

問題が発展した。最近では、大気による地球自転変動の励起も精密な気象庁データ

を使って日本で研究されている）数千年間の地球自転変動も過去の天文史料を使っ

た研究が日本で始まった0 木村栄の墓が多摩霊園にあることを偶然知った。墓と墓

碑の写真を撮ったので、それをこの集録に掲載することにより、木村栄の偉業を讃

えたし‘。

剛体としての地球の自転研究はH本には第二次世界大戦後長い歴史がある。衛星
の自転は惑星の摂動を受けて複雑になり得る。また太陽も自転している。太陽の自

転は正則に見えるが、内部はどうなっているのであろうか？小惑星は平山清次によ

る族（平山族）の発見以来、日本で継続的に研究の行なわれている対象である。光電

観測や衝突実験により、小惑星の自転分布も研究対象となり、サンプルリターンも

予定され、小惑星の起源、族の起源の研究がいま脚光を浴びている。以上のような

いくつかの種類の天体のスヒン問題を、関係者が一堂に会して討議すれば、共通の

理解が得られ、きわめて有意義であろうと考えた。

また今回は、 8の字三体問題の専門家藤原俊朗氏に招待講派をお願いした。集録原

稿は書tヽ てしヽただけなかったが、刺激を受けた。 20が口頭講演で、 11がホスター
発表であった。

今回ははじめての試みとして、集録を webpageに載せる。参考にしていただきた
し‘。 {http://yso.mtk.nao.ac.jp/"'tanikawa/)
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Introduction to Rotaional Motion by Andoyer 

Variables 

アンドワイエー変数を用いた回転力学入門

木下宙（国立天文台）

Hiroshi Kinoshita (National Astronomical Observatory) 

Kinoshitacnao. ac. jp 

2-i!l-1 Osawa, ルfitaka,Tokyo, Japan 

ABSTRACT 

Eulerian angles are frequently used to describe the rotational motion of a rigid body. 
The equations of motion ¥Vith ui-;c of the Eulerian angles have a complicated form 
and the treatment and the dii-;cussion of the equations of motion is difficult and 
troublesome. Here ,ve introduce Andoyer variables and express the Hamiltonian 
with use of them, of which form is very simple and the analytical treatment of the 
rigid motion becomes much simpler than that with use of the Eulerian angles. Then 
we show the precession of a symmetric top and the rigid Earth, and the long-periodic 
motion of a planet as exampl<1s of the application of the Andoycr variables. 

1 オイラー変数を用いた運動方程式

慣性座標系を (X-Y -Z), 物体に固定した座標系を (x-y一z)とする．ここで
(:1; -y -z)は物体の慣性主軸と一致するように選ぶ．オイラー角 (¢,0,7j;)は図 l
のように定義する．以下でオイラー変数で表したハミルトニアンを尊＜．

z 

z
 

y
 

X 

X 
Figure 1 - Eulerian angles (<.p, 0, 1/J). The coordinate system:(X -Y -Z), inertial 

frame. (x-y一こ）, Cartesian coordinate system fixed to the rigid body. 
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Hiroshi Kinoshita 

角速度ベクトルwの(x-y -z)での表現は

叫＝砂sin0 sinゆ十0cosゆ
Wy =恥in0cosゆー0sinゆ

Wz =砂cos0+辺

となる．角運動凪ベクトルLは

Lx = Awx, ら=Bwy,Lz =凸

(1) 

(2) 

であるここでA,B,Cは主慣性モーメントでA<B<Cとする．運動エネルギーT
は

1 
T = -(wxLx + w11L11 + Wふ）
2 
1 
=-
2 
(A硲+Bw炉+c屯）

I L; L2 び
=2勺＋す＋ざ

となる．オイラー角に共役は運動星は

8T 
PtJ> = ----:-= Lx sin 0 sinゆ十Lysin 0cosゆ十Lzcos0 
枷
訂

Po = ----:-= Lェ cos ゆ— Lysinゆ

靡
P1/J = ---:-= Lz 
8ゅ

(3) 

(4) 

である．式 (4)より角運動盤ベクトルをオイラー角とその共役な運動羅で表現すると

1 
Lx = P0 cosゆ＋—(pq, —PtJ1 cos 0) sinゆ

sin 0 
1 

Ly= -p0 sinゆ＋—(pq, -pゅcos0) cosゆ
sin0 

Lz =pゅ

(5) 

となる自由回転運動を記述するハミルトニアン Fは運動エネルギーそのものであ
るので

1 1 
F=―(Po cosゆ＋—(pep 一 JJv,cos 0) sinゅ）2
2A sin0 
1 
＋ー(-p6sin ゆ +~(P<JJ -PtP cos 0) cos'lp)2 
2B sin 0 

(6) 

＋上 2
2C Pゅ

である．角変数¢はサイクリックであるので，共役な運動撒P<t>(角運動龍の Z成分）
は保存される．

物体の質撒分布が軸対称(A=B)の場合のハミルトニアンは

F=五⑯ +~(P<t> —Pv} cos 0)り＋声砂 (7) 
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Hiroshi Kinoshita 

となる．角変数ゅはサイクリックとなり，共役な運動量 p心（角運動抵z成分）は保
存される．系の自由度は 1となり，角 0についてはハミルトニアンから導かれる 0に
ついての運動方程式

馴 (p<P一Pt1Jcoi;O)(p。cosO-P¢) —. = 
dt2 が sin:う。 (8) 

を解かなければならないこの運動方程式を解くのは非常に面倒であるが，後で述べ

るアンドワイエー変数による取り扱いから 0は幾何学的な関係から容易に求められ
る．

2 オイラーの運動方程式

第 1節では回転運動をオイラー変数で表したハミルトニアンを用いて議論した．回転
運動はオイラーの運動方程式を用いて議論されることも多い．慣性系でのオイラー

の運動方程式は
dL 

dt 
-=N(外力によるトルク） (9) 

である．物体に固定した座標系でのオイラー運動方程式は

dL — +w x L = N (10) 
dt 

である．式(2)を運動方程式(10)に代入して叫r.,Wy,Wzについての方程式を求める．

A 心“
dt 
—+ (C -B)w11Wz = Mわ

B 
心u—+ (A -C)w::Wx = Ny, (11) 
dt 

（ 
,dwこ
. rU —+ (B -A)w:, 叫=NZ・

外力 Nが無い場合方程式 (11)の解は楕円関数で表現できる.A=Bの場合は式
(11-3)より Wzは一定となり式 (11-1,11-2)より W:,:についての運動方程式は

d知.1・C-A 2 
—+( dt2 A 

wz) W.r = 0. (12) 

となる．これより

叫i:= asin(nt + a),wy = acos(nt + a), (13) 

C 
n = (1 -A加z・(14)

a,aは梢分定数である．角速度ベクトルの運動は求められたが物体の任意の時刻での
空問配爵を知るには式 (1)を<b:0,ljJについての運動方程式として解かねばならな
い．これは非常に面倒である．後で見るようにアンドワイエー変数を用いれば，角速

度ベクトルばかりでなく物体の空問配置も簡単に求められる（第3節参照）．

-3-



Hiroshi Kinoshita 

3 アンドワイアー変数を用いた運動方程式

Figure 2 - Andoyer angle variables (l, g, h). (X-Y-Z), inertial frame. (x-y-z), 
Cartesian coordinate system fixed to the rigid body. Eulerian angles 
(cp, 0, ゆ）．

剛体の角運動ベクトルに垂直な面(IT)を導入する。 X軸から基準面と面Ilとの交点
までの角度をh,この交点から面Ilと物体の赤道面との交点までの角度をg,この交
点から xまでの角度を l(図2参照）とする。 l,g,hに正準共役な運動菌は

L=(角運動龍のz成分） = GcosJ 

G=  (角運動盤）

H=  (角運動菌のZ成分） = Gcosl 

(15) 

となる．この (l,g, h, l, L, G, H)をアンドワイアー (Andoyer)変数という (Andoyer
1923, Kinoshita 1972). 
自由回転のハミルトニアンは

F=  ( 
1 sin2 l cos2 l L2 
-—+-)+ー2 A B 2C 

(16) 

である．角変数g,hと運動量Hはサイクリックであるので，これらの変数に共役な
G,H,hは保存される：

G=一定，H= Gcosl =一定，h=一定．

上記の関係より Iは一定である．このことは角運動量ベクトルが保存されることを
示している．自由回転の自由度は 1となり，積分可能であり，解は楕円関数で表できる
（第5節参照）．また解を求めなくても，ハミルトニアン (16)を用いて等エネルギー
曲線を描くことによって，運動の大局的様子を知ることができる（第4節参照）．
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物体の質拡分布が軸対称であるとき (A=B)のハミルトニアンは

1 
F=―(G2 -L2 £2 
2A 

）＋ー
2C 

(17) 

となる．角変数lもサイクリックとなり，共役な変数Lは一定，すなわち Jは一定とな
る．運動方程式は

di DF 1 1 
- = - = (---) = n, < 0、
dt DL C A 

dg fJF G 
-=-=-=n  
di DC A g 

‘
.
,
．
,
’
~
、
)

8

9

 

l

l

 

、
ー
、
、
ー
、

(20) 

g=叫＋肌 (21)

lがオイラー運動（非剛体の場合にはチャンドラー運動（極運動の主要成分））に対応
していて」+gが日周回転運動に対応している．また物体の回転状態を示すオイラー

角は図2のオイラー変数とアンドワイアー変数の幾何学的関係から，球面三角公式を
用いて容易に求められる．

l = n,t + lo, 

4
 
短軸モード回転と長軸モード回転

第3節で述べたように，剛体の自由回転の自由度は 1であるので，等エネルギー曲線を

描くことによって，解の大局的運動を知ることができる．図3は横軸にl,縦軸にL/G
を選んだときの等エネルギー曲線である．点(l= 0, L = 0)を通る曲線がセパラトリッ
クスである．セハラトリックス上のエネルギーはFB=Gツ2Bである．セパラトリッ
クスで囲まれた領域での運動は長軸の周辺の回転運動である．点 (l= 1r /2, L = 0)は
長軸を回転軸とする回転運動でありそのエネルギーはFA=Gツ2Aである．上記以
外の領域での運動は短軸周辺の回転運動である．点 (L=Gすなわち.]= 0)は短軸
を回転軸とする回転運動でありそのエネルギーはFe=G2/2Cである．主慣性モー
メント A,B,CにはA<B<Cなる関係があるので

Fe< Foく F.--1 (22) 

である．短軸周りの回転エネルギーは極小で安定（氷年安定： secular stable)であ
り，長軸周りの回転エネルギーは極大である（氷年不安定： secular unstable) . すな
わち短軸モード回転はエネルギーの散逸があると徐々に回転エネルギーを失い角度

Jが零，すなわち短軸を軸とする回転運動へと移行する．一方，長軸モード回転はエ
ネルギーの散逸がなければ安定(ordinary:;table)であるが，エネルギーの散逸があ
ると不安定（氷年不安定）であり，徐々に短軸モード回転へと移行してゆく．

r
J
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Figure 3 - Equi-Hamiltonian curves of the torque free motion. 

図4は慣性楕円体面上での角運動両軸の運動を示してある．角運動両軸と瞬問回転
軸の差はe(式(29))のオーダーであるので，瞬問回転軸の慣性楕円体面上での運動は
図4と定性的な差はない．
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Hiroshi Kinoshita 

Figure 4 - Trajectories on the inertial ellipsoid of the torque free motions 

ハレー彗星が太陽近傍にきたとき，探査機ジオットと地上からの観測からハレー彗
星の自転運動が短軸モードか長軸モードのどちらであるかかなりの議論がなされた．
上記のエネルギー的考察からハレー彗星の自転は短軸モードであり，ガスの噴出など
により Jがかなり大きかったことが予想される．惑星問探査機NEARが詳しく観測
した小惑星エロスの自転軸は公転面にほぼ垂直で，自転運動は短軸モードであるこ
とがわかった (Souchayet al. 2003). 

5
 
三軸不等楕円体の自由回転運動の解析解

この節と次節での計算の詳細についてはKinoshita(l972,1992)を参照．

短軸モードの解

以下の表現でcn,sn,dnはヤコピの楕円関数， nは第3種楕円積分，amは振幅関数で
ある

5.1 

Lx/ G = sin J sin l = sinj en u, 

Lu/G = siu .J cosl = -V(l + e)/(1 -e) sinj sn u, 

Lz/G = cosJ = cosj dn u, 

G 1 1 71' 
g= —t + !Jo -G(---)-—n他ー2e/(1 -e), k}. 
C C A 2I<n-l 

上記表現において
2K -

<p = am u,u =―-(l -1r/2). 
1C' 

(23) 

(24) 

(25) 

(26) 

i=叩+71"/2,g =叫＋如
11 1 1 1 11 1 
e=が百― A)D,万＝で―が刀十万）

(27) 

(28) 

(29) 
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Hiroshi Kinoshita 

である．主観性モメント A,B,Cの関数である cは三軸不等性の大きさをパラメータ
である．軸対称 (A=B)のとき c=Oとなる．方程式(2G)と(27)に現れる， Iくは
第 1種完全楕円積分であり，その母数Kは

炉
2e 2 . 

＇・= tan 
1-e J 

(30) 

である．角 jは積分定数の一つであり，時間変化する角 Jの最小値であり，その幾何

学的意味は図4を参照角変数[,gの平均運動ni,n9は

1rG 
r11 = 
2I<D 

~cosj, 

1 G 
n9 = -(1/ A+ 1/ B)G -n瓜o+ -cos2 J 
2 D 

で与えられる．ここでA。と Jは

2 
Ao= -[EF(x, k') + I< E(x, k') -I< F(x, い],
7r 

)、,＇,’

1

2

 

3

3

 

（

（

 

(33) 

cosJ = /1 -(1 +e)sin勺=cosj三 (34)

で定義される．式 (33)の中に現れる Eは第2種完全楕円禎分， F(x,k')は第 1種不
完全楕円禎分，E(x,k')は第2種俯敵全楕円積分，

Ao 

はHeuman'sLambda function(Byrd and応 edman1954,p.36)である (kl=J1-k列
t=Oのとき式{28),(27), (24)より u= 0, l = 1r/2となり，式(23)から,J=jとなるの
で次の関係式が得られる．

sinj ::::"; sin J ::::"; J(l + c)/(1 -e) sinj. 

これは角jが角 Jの最小値であることを示している.z軸から x-z面上でセパラト
リックスまでの角度人は

sinjり=J(l -e)/(1 + e), j s; J,. (36) 

である,jの大きさによって自由回転の運動は表 1のように分類できる．

ここで角lと，対応する角変数iとの関係式を与える．

tan[=辺1-e)/(1 + e) tan 6, 

(35) 

(37) 

21{ -
8 = am--;-(l -1r/2) + 1r/2. (38) 

上記の表現は2体問題（ケプラー運動）における真近点離角，離心近点雌角，平均近
点離角の関係と似ている．すなわち lは真近点離角， 6は離心近点離角， lは平均近点
離角， eは離心率に対応している．
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Table 1: CI邸sificationof torque free motions 

j （炉） energy 

゜
（） (G2 /2C} (minimum) 

(0 < jく必） (0 < /,・< 1) secular stable rotation around 
the short a.xis 

(j ..) 1 (G勺2B) sep紅 atrix

仏 <j<'ll"/2) (I <A;< oo) secular unstable, rotation around 
ordinary stable the long axis 

(n/2) (oo) (G勺2A)(maximum) 

5.2 長軸モードの解

長軸モードの解は単に短軸モードの解 (23)-(34)において主観性モーメント AをC

に，CをAへ置換すればよい．そうすると e,Dは

ど＝息五― ~)D*, 古 =1 —；倍＋加 (39) 

となる．

6 厳密解の展開

前節で求められた解は楕円関数と楕円積分で表現されていて，周期項の大きさ，平均
運動などのおおざっぱな値を手計算（電卓など）するのはかなり面倒である.Press 

et al. (1992)のNumericalRccipics等に出ている楕円関数関連のサブルーチンを用

いて計算プログラムを作ってしまえば上記の解の計算は簡単である．

表2に太陽系の惑星（代表として地球），衛星（巨大衛星として月），彗星（代表
としてハレー彗星），微小惑星（代表として Eros)のeぷに示す．これからわかるよ

うに，惑星，巨大衛星のeは小さく，三輯不等性が大きい微小天体のcは大きいただ
し微小天体が長軸モードで回転していたとすると（このような場合は太陽系には存

在しないであろう）がは小さし＼

6.1 C または e• が小さいときの展開

まず短軸モード回転でeが小さいときのcについて 2次までの展開を与える．

I= l-1厨+1),-,sin 21 +五似＋犀+1)心iu4l+ O(e3), (40) 

g = g + 1nesin2L -嘉亨+l)e2 sin 41 + O(e3), (41) 

L = Gcos.i[l -~ いI- l)e2 —抄— l)ccos2l+ 
噌a、2-l)、やcos4l+ 0(砂）， (42)

-9-
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Table 2: Triaxiality and Dynamical Ellipticity of the celestial bodies in the solar sys-

tem:triaxiality (e = 1/2(1/B -1/A)/(1/C -1/2(1/A + 1/B))), (c* = 1/2(1/B -
1/C)/(l/A -1/2(1/C + 1/ B))), dynamical ellipticity (H = (2C -A -B)/2C), here 
we assume a uniform density distribution except Earth and Moon. 

(2a x 2/J x 2c)(km) e H (e*) 
MI Phobos 28x22x20 0.719 0.185 0.0889 
JIV Amalthea 270x166x150 0.900 0.27G 0.0270 
SVII Hyperion 350x240x200 0.723 0.278 O.OG85 
sx Janus 220x190x160 0.445 0.197 0.238 
SXI Epimetheus 140xl16xl00 0.556 0.197 0.166 
sxm Tclesto 30x26x16 0.311 0.338 0.357 
SXVI Prometheus 140x100x76 0.681 0.305 0.105 
SXVII Pandora 110x86x66 0.562 0.277 0.163 
433 Eros 35x16x7 0.919 0.467 0.0215 
Halley 16x8x7.5 0.971 0.324 0.00753 
Earth 0.00328 0.00327 0.987 
Moon 0.214 0.000520 0.478 

- 1 -1 1 
J=J+石(2o2+ l)e2 tan J + tan J(-e cos 2f --er空 cos4り

2 16 

上記表現で aは

o=secl=G/L 

である．

L 

は角変数

［ 

に正準共役な作用変数でありまた積分定数のひとつである．

j 

と

j 

の関係は

(43) 

(44) 

I I 3 
cos J = cos_j[l --e tan2 .i -(-tan2 j + - tan4 j)e2] + O(e:1), (45) 

2 4 16 

1 1 3 
J = .i + -e tan_j + e2 tanj(-+ - tari2 j) + O(c: り (46)
2 8 16 

で与えられる．角変数

l 
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と

.9 

の平均運動は
G 1 

n; = -co8J[l --(n4 + 3)沿]+ O(e4), {47) 
D 8 

1 G 
n9 = -(1/A + 1/ B)G +―厨+l)c2 + O(e4). (48) 
2 4D 

である．これらの表現はいかなる.J(jくj・，）にも適用できる.eについて4次まで展開
はKinoshita(1972)に与えられている．ここでの取り扱いにおける積分定数は G,j,

and g。である．式 (45)から .lを求め．それから平均運動 ni,n9を式 (47)と(48)か
ら計算し，任意の時刻における I,9: Jを式(40),(41), と(43)より求める．

長軸モードの展開式は式(40)-(48)でeとD を単に

c ＊ 

とかに骰き換えればよい．

iについてのフーリエ展開である式(40)-(43)において各周期項の係数のcについ

ての最小次数は引数に現れるiの係数値の半分である．この性質はケプラー運動の
平均近点離角についてのフーリエ展開に現れるダランベールの性質に対応している．

6.2 eまたはe*大きいときの展開

eまたはe*大きいときには前節の展開は収束が遅くて使い物にならないしかし式
(36)から，eが大きいときに角 iは小さし＼そこで Cのかわりにjを微小パラメーター
として解を展開する（詳細に,;__,)いてはKinoshita(1992)を参照）．

1 sin 2l 
I= l* --八/(I+ c)/(1 -e)j2 _ + O(j4), (49) 
4 1 + C COS 2/ 

G 
g=g+―-viて古l*-[) 
Dn1 
（ 

一1 e sin 21 
＋ー(1+ c)月
4 1 + e cos 2l い

—+ 2 (l* -l)]) + O(.j4)、 (50)

l 
L = G(l --j2 - e j2 cos2 I) + O(j4), (51) 

2・1-e 

.l=.i~os2i+o(j3). (52) 
1-e 

式(49)から (52)に現れる

l* 

は次式で定義される．

tau「=v(l -e)/(1 + e) tan l. (53) 

-11 --
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平均運動 n1,n9 , 作用変数］は微小パラメーターjで次のように展開できる．

G 1 
ni = -~[1- j2] + O(j4), (54) 
D 2(1 -e) 

1 G 
ny = -(1/A + 1/ B)G + -(1-v'f=戸） x 
2 D 

x[l +~./(1 + e)/(1-e)j・2]+ O(j4), (55) 

1 
cos j = cosj[l --(./(1 + e)(l -e) -1) tan勺]+ O(j4), (56) 

2 

J = ((1 + e)/(1 -e))114j + O(j3). (57) 

これらのの表現はいかなる eを持った回転運動にも適用できる．

6.1節で述べたと同じように，積分定数G,jを用いて式(54), (55)から平均運動
n[,n9を求め角変数l,gを計算する．それから式 (53)より l*,式(49),(50), (52)から
任意の時刻における l,g,Jを求める．

7 応用

7.1 対称独楽の運動

z 

z
 

Figure 5 - A symmetric top 
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対称コマのハミルトニアンは

F = F0 + R, 

1 
I~,= 一(G2-Lり
2A 
＋ピ
2C' 

R = -rng*acos0 

(58) 

(59) 

(60) 

である．ここでF。は無摂動系（自由回転）でRが摂動ポテンシャルである．球面三
角法を用いて（図2参照）摂動Rをアンドワイアー変数で表現する．

R = m・(「a(cosI cos J -sin I 8in .J cosg) (61) 

角変数l,hはサイクリックであるので．共役は運動址L,Hは一定となる.hについて
の運動方程式は

dh DF 1 BR 
= --= 
dt DH Gsinl 81 

＊ 
↓ I I l,(J n cos! 

=— (cos J +— sin .J cosg) 
G sin/ 

(62) 

となる.J << 1であるから独楽の首振り運動の角速度（オ差運動）は

dh rnがa mg*a mg*a 
-'.:::=—'.:::-=—-' 
cit G L Cw 

(63) 

である．式 (63)は短周期項 ((62)の第2項）を消去したことに対応している．首振
り運動の向きは自転運動と同じ向きである地球の形状軸の首振り運動（オ差運動）
の向きは自転運動の向きと反対である ((7.2節）参照）．

7.2 地球のオ差運動

R., ．． 
．
 
．
 
．
 
．
 

,
-

M~ 

Equatorial plane 

Figure 6 - The precession of the rigid Earth 

地球の回転運動のハミルトニアンは

F = F0 +R, 

1 
(G2 が）＋

£2 
F=- - -
2A 2C 

(64) 

(65) 
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炉1'1'
R= — (C -A)P2(sinf3) 
r3 

(66) 

である（詳しくはKinoshita(1976)を参照）．ここでF。は無摂動系（自由回転）で
Rが摂動天体（月，太陽）による摂動ポテンシャルである.(3は摂動天体の赤緯，!YI'
は摂動天体の質撒，炉は重力定数．ここで摂動天体は黄道上を運動していると近似し，

摂動関数をアンドワイアー変数で表現して短周期項（月と太陽の公転周期に関する

項を短周期項とする）を消去すると

1炉M'
R* = --—(1-e'2)-312(3cos2 I -1)(3cos2 J -1) 
8 a'a 

となる．角変数l,g,hはサイクリックであり，これらに共役は運動藷L,G,Hは一定
となり，これより I,Jも一定となる．オ差運動は

(67) 

dh DR* 3 3 炉Af'(C-A) 
盃＝茄~＝―2(1 -2 sin2 J) Ga'3 (1ー e2)ー3/2cos I (68) 

で与えられる．ケプラーの第3法則炉(l¥ll'+A1E) = n2炉を用いて

dh 3 C -A NI'-3/2炉 3
-=--
dt 2 C lvl'+ ]VJ E 

(1 -e'2) -(1 --sin2 J) cos I 
w 2 

となる．上記の議論から求められた地球の赤道面の運動は永年摂動に対応している．
式 (69)からわかるようにオ差運動の向きは自転運動の向きと逆になっている独
楽の首振り運動と逆向きになるのは，独楽の運動では重力によるトルクが独楽を倒す

向きに働くのに対して，地球の場合には月・太陽によるトルクの向きが自転の向きを

起こすように働くからである．周期摂動項から出てくる摂動は章動と呼ばれている．

(69) 

8 回転座標系に準拠したハミルトニアンとその応用

z 

z
 

y
 

X 

X 
Figure 7 -The coordinate system:(X -Y -Z), the inertial frame. (x -y -z), 

the rotational frame. 
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回転座標系（図7,:1: - ;tJ -z)に準拠したハミルトニアンは

J< = F + E (70) 

となる.Fば慣性系でのハミルトニアンで Eは回転系 (xー y-z)に準拠すること
による附加項

E=  -(w,L) (括弧は内積） (71) 

である．ここでwは座標系の回転を表す回転ベクトル，Lは回転座標系に準拠した角
運動量ベクトルである．

上記ハミルトニアンは質点の運動，剛体の回転運動にも適用できる．

上式(71)の導出はKinoshita.(1993,2003)を参照．

応用：惑星の長周期回転運動

惑星の回転運動と軌道運動は相互作用している複雑な系である．しかし惑星の回転
エネルギーは公転運動のエネルギーに較べて微小なので，軌道運動は回転運動に影響

を及ぽすが回転運動は軌道運動に影稗をおよぽさないという制限問題として惑星の
回転運動を議論できる．

太陽系の不変面に準拠した惑星の軌道傾斜角を Ip,昇交点経度をnvとする．

p三 8in11, sin糾，q三 sin111 cos糾 (72) 

惑星の軌道傾斜角は小さいので摂動関数の中でJJ,(Jについて 3次以上の項は微小と
して無視できる．ここでは質量が小さい冥王星は無視し，水星から海王星までの8惑
星のみを考慮している．この近似（惑星氷年摂動）のもとで，p,qについての運動方
程式は定数係数の線形微分方程式となる.p,qはBrouwerand Clenence(l961)より

p=  t 的sin(sit十釘），q= tN1cos(s孔＋釘） (73) 
j=l j=l 

のように表現できる．系の角運動量が保存されているので，固有値のひとつは零とな

る．従って惑星の軌道面の運動は周期が数万年から数百万年の7項の長周期項の重ね
合わせとなる．

惑星の回転運動を記述する基準面として惑星の公転運動面に選ぶ．そうすると回

転座標系に準拠した事による附加項E(IJJ < 1) (</J =糾，0= Ip, ・l/J =—糾）は

7 

E = G sin J I: 1Vi労cos(sjt+釘ー h) (74) 
j=I 

となる.Eは長周期項のみ含んでいるので，周期項（短周期項と長周期項）を消去後
のハミルトニアン F*は

1 3 C-A 
!{* = F* = --(1 --sin2 .J) 、n2(1-c2)―: 312(3cos21*-l) (75) 

4 2 C 
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となる．回転する軌道面に準拠したオ差運動（永年摂動）は

dh* 8F* 
= acos/ 

となる．

-=―  
dt 8H• 

が=acosl*t + I砧，
3C-An2 

0 = ----(l _ e2)-3/2 
2 C w 

(76) 

(77) 

(78) 

周期摂動（長周期運動）はEより出てくる．昇交点の運動は

△ h=-L 1 7 的Sj(ll-Sj COS/*) . 
sm s・t + 8・-h 

sin]* (si -a cos /*)2 
(1 1),  (79) 

j=l 

軌道面に準拠した軌道傾斜角の長周期変動は

7 

△ l=-L 
j=l 

N応
cos(s・t + 8・-

si -acosl* 
J J が），

不変面に準拠した軌道傾斜角の長周期変動は

O'.NJ cos I* 
△ I'= -L cos(sJt十釘ーが）

J=l 
Sj -O'. COS/* 

(80) 

(81) 

となる．惑星軌道面の運動に現れてくる Sjと惑星のオ差 (acos/*)が近接するよう
になると惑星の自転軸は大きく変動する（永年共鳴）．

上記の式の尊出をを含む詳細についてはKinoshita(1993,2003)を参照.Ward(1974) 
も同じ問題を議論しているが，彼の運動方程式の溝出は理解するのはかなり難しい．

図1,4,5,6,7は山崎大氏，図3は中井宏氏に作成していただいた。
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The aim of this paper is to expound some important results achieved in the last 
30 years about the dynamics of celestial bodies in spin-orbit resonance. First, we 
identify three distinct categories among these celestial bodies and we explain the 
differences between these categories. Then, we take a more specific interest in the 
first category that we name : "spin-orbit resonances of first type". For celestial 
bodies in this category, we remind Goldreich and Peale relations (1966) to evaluate 
their probabilities of resonances capture and the Chirikov criterion (1979) to predict 
the presence of chaotic zone in their phase space. 

Introduction 

Soit un corps céleste C1 orbitant autour d'un autre (comme la Terre autour du 
Soleil, ou la Lune autour de la Terre, ... ).Nous représentons la rotation de ce corps 
céleste en étudiant la rotation d'un repère Re lié à ce corps céleste C1 par rapport 
à un repère de référence R: 

• la réalisation du repère Re lié à C1 que nous choisissons est formée des trois 
axes principaux de C1 et a pour origine le centre de masse de C1: Nous notons Â, 
Ë, ê les vecteurs unitaires de ces axes principaux liés respectivement, et par ordre 
croissant, aux moments d'inertie A, B, C. L'axe de vecteur unitaire ê s'appelle 
l'axe de figure de C 1. 

• La réalisation du repère de référence R que nous choisissons est définie par 
deux axes de vecteurs unitaires X et Y dans le plan de l'orbite de ce corps, un axe 
perpendiculaire à ce plan de vecteur unitaire Z et une origine confondue avec le 
centre de masse du corps central. Le vecteur unitaire X est dirigé vers le périastre. 

Il est commode de faire également intervenir clans la modélisation mathématique 
l'axe colinéaire au moment angulaire L de ce corps. Ces axes et les angles inter­
venants dans notre étude sont représentés sur la figure 1. 

• L'angle J qui apparaît sur la figure 1, est l'angle entre le moment angulaire L du 
corps C1 et le vecteur Z du repère de référence R. Cette angle J se nomme l'obliquité 
du corps C1 sur son orbite. 

• L'angle J qui apparaît sur la figure 1, est l'angle entre l'axe de figure du corps 
C1 et le moment angulaire L du corps C1• Il correspond à peu de chose près à 
l'amplitude du mouvement du pôle de C1• 
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Z = Axe normal au 
pion de référence 

Bouquillou Sébastiru 

C = Axe de lïgu re 

.J 
Ï: = Axe de momcnl cinétique 

f.ig11rc .l: les Axes cL les H11glcs 1 et, .J 

Differents types de résonances spin-orbit 

:fous classons les di ff0n'11 tes éludes qui ont. été- 111011frs slll' les résona nces spi11-
orbit en Lrois grandes cal égorics: 

1- J\ous appclo11s "réson ances spin-orbiL do prc11 1ièrc espèc0·· , les résonances ayant 
lieu avec des a11glcs J et ./ constants et n11b. Cela revient, à imposer que l'axe ck 
rotation d u corps céleste C'1 est confo11cl11 avec- so11 axe de figure et que ces clc11x 
a.'Ces restent. Lo11j olll's perpendiculaires au p]a 11 de son orbite. Parm i les étude:-; aya nt 
pour suj et cdtc catégorie de résonance cito 11s les Lrnva11x importants de Colrln, id1 
P. et Peale S .. l . cle ( 19GG), (l9G8) et (1970) 

2- Nous appelons '·d)so11a t1('es spin-orbiL cle dc11xièmc espèce" , les r(,so11a1tccs 
ayant lieu a,·cc un angle ./ c-011sLa11 t et nul. Cela rc,·ic11t à imposer que· l',1xe de 
rotatio11 du corps céleslc C'1 rrstc to11jours co11 fo11cl11 avec l'axe de figure dC' C'1. 
Dans cc cas. les équil ibres <lynmniq11cs possibles du sysl.t'1110 sont appelés '·fta ts de 
Cassinï · par analogie m-cc le mou\"Crnent de rota t ion de la Lune. Ils sonl réalisés 
pour certaines valeurs constant es et 11011 11ullcs clc 1 ·obliquité 1 du corps céleste C'1; 
ces valeurs clépenclnnt essent iellement de la triaxiH li t·é du corps, de r exccnt ricit {) cl 
de l' incli11aiso11 de so11 or bite. Parmi les études ayant pom sujet cet te deuxième 
ca tégorie de résom1 11 co citons Cololllbo C . ( 1 OGG), Pca lc S . .J. (1969) et, Belctskii ,B 
V.B V. (HJ72) 

3- Nous appelons "résonances spiu-orbi t de Lrnisiè111c espèce" , le cas le pl11s 
gé11éral. où le corps est en résonauce spi11-orbit 11inis sans aucune hypoLlièsc par­
ticul ière sur les va l<'urs des angles 1 et, .J. Da ns ('(' ms. ck s é-qui libres dynamiques 
sont également possibks. l ls sont décrits par cc que nous avons appelé les '·lois do 
Ca:-;sini étendues·' Bo11q11illo11 S .. Kinosli it,a H. et Souchay .l. (2003) . 

R ésonances spin-orbit de première espèce 

Nous nous intéressons ici plus partic:ulièremcnt, n11x résonances spin-orhit de pre1nièrc 
espèce qui , par lclll' carnet.ère plan, sonl d ' 111H' tJl()( lélisa tion mathématique pl 11s 
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simple que les deux aut res types de r ' . onan c. Pour ce type de ré onance nou · 
représ ntons sur la figure 2 les angle de rotnt ion et le révolution du corps Ci : 

···-... 
'·· ... 

··· ... 

........ 

corps centra l " f 

Figure 2: Varin.bic angulaire. 

L'axe le rotation, le moment a11gul, ir f. et l'axe de fi gure de C, sont tous con­
fo ndus et normaux au plan cl 1 orbite. 0 ,st l'angle m surant la rotation de C1 clans 
le plan de son orbite. f est la l ngitud le I t11 esurant . a position sur son orl ite. 
J peut · écrire sous la. forme suivante: 

Oü J\lf es t l'anomalie moyenne et e [' ,x 'ntri ité. Avec ces notations l'équa tion du 
mouvement pour 0 s'écr it (Dan by 1.962) : 

d20 3 (a):l 2 (B - A) . r C~ + - - n - - sm(2(0 - f)) = T 
dt2 2 r 

T correspond au couple de rnarée, n esL l moyen monvement de C1 , a le clemi-gran 1 
et r la. distance ent re le corps c ntn1l eL '1 qui pent. s'écrire sous la forme : 

a 2 - = l + e cos J\J + 0 ( ) 
7' 

oit en rcmplaça11t f et ; par leur valeur : 

A . Sans effet dissipatif 

Dans un premier temps, nous r gar Ions le n1o uv-' rnents de rotation possibles 
sans dissipation; c'est à dire avec nu c Juple de marée nul (T = 0). Ces mouvements 
po:s ihles de rotation sont représent 's sur l ' space de· ph a.ses de la figure 3. Chacune 
des courbes corr sponcl à une do ces rot·:tt ions. 
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Résonance 
spin-orbit 

circulation separatrice libration 
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"_~o~~ Résonance 
.. spin-orbit 

1/1 

Résonance 

~cn:urc 

les satclliles de Jupiter jusqu'à Callisto, 
les satellites de Saturne jusqu'à Iapctus 
(Hyperîon exccplé), 
les satellites de Uranus jusqu'à Oberon, 
les satellites de Neptune jusqu'à Triton, 
les satellites Phobos et Deimos de Mars, 
la Lune. 

., spin-or bit !Aucun corps céleste connu du système solaire 1 

1/2 
0 180° 360° 

0 

Figure 3: Espace des phases 

Nous voyons apparaître cieux type:; de mouvements po:;:;ible:;: 

• soit un mouvement libratoirc autour de ré:;onances bien particulière:; é = ½n, 

0 = n, 0 = ~n, ... é = !fjn avec m un naturel. Il s'agit de corps C 1 dont la période 
de rotation moyenne est commensurable à leur demi-période de révolution moyenne. 

• soit un mouvement circulatoire entre ces zones de résonance. 

Aux intersections de ces deux types de mouvement apparai:-;sent des séparatrices. 
Pour chaque wne de libration, nous avons indiqué sur la figure 3 les corps du système 
solaire s'y trouvant. 

B. L'effet des forces de marée 

Que sont les forces de marée et comment modifient-elles les mouvements de ro­
tation observés sur l'espace des phase:-; ci-des:-;us? Le couple de marée est dü au 
fait que le corps C 1 est déformé par l'influence gravitationnelle du corps central et 
que cette déformation n'est pas instantanée du fait de frictions interne:-; ( déformation 
inélastique). C'est l'influence gra.vita.tiormelle du corps central sur cette déformation 
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qui crée un couple de rappel appelé couple de marée. Nous utilisons comme expres­
sion de ce couple de marée T, l'expression donnée par Kaula (1964) qui a l'avantage 
d'une grande simplicité formelle. 

[ 
. e2 

• 1 49e2 
• 3 4 l T = -I< (1 - 5e2)sgn(0 - n) + 4 sgn(0 - 2n) + -

4
-sgn(O - 2n) + O(e ) 

Cette expression du couple de marée correspond au cas où le retard de la déformation 
ne dépend pas de la fréquence de l'onde de marée. 

Avec cette expression nous voyons que, pour une excentricité inférieure à 0.235, le 
couple de marée T s'annule et change de signe pour 0 = n, entrainant la rotation du 
corps C1 vers la résonance 1/1. Dans le cas où l'exentricité est supérieure à 0.235 
et inférieure à 0.35 le couple de marée T s'annule et change de signe pour 0 = ~n 
entrainant la rotation du corps C1 vers la résonance 3/2. Et ainsi de suite ... 

C. Probabilité de capture 

Avec les relations ci-dessus, il est possible d'estimer la probabilité que le corps céleste 
soit capturé par une des résonances spin-orbit de première espèce. Sans rentrer dans 
le détail de ces relations, nous donnons ici la probabilité de capture pour les premières 
résonances en fonction de l'excentricité de l'orbite du corps C1 (Goldreich et Peale 
1968) : 

:file2 
P(3/2) rv 

2 

- +(1 - 5e2) + ¼e2 + ~e2 

P(l) rv 2(1 - 5e2) 
- (1 - 5e2) + le2 _ :file2 

4 4 

_le2 

P(l/2) ~ -(1 - 5e2) ~ ¼e2 - ~e2 

Nous remarquons que ces relations sont indépendantes de la forme du corps. C'est 
dü à la forme simplifiée de notre couple de marée. Des formules plus complexes 
et plus exactes peuvent être trouvées dans Goldreich et Peale (1968) (prenant en 
particulier compte de la dépendance entre le retard de la déformation et la fréquence 
de la déformation) 

Avec les relations ci-dessus la probabilité que la Lune aie été capturée dans la 
résonance 3/2 avec son excentricité actuelle e = 0.055 est de 0.07. De même, 
pour Mercure, la probabilité de capture dans la résonance 3 /2 avec son excentricité 
actuelle e = 0.2 est de O. 7. Cela pourrait paraître très satisfaisant, puisque Mer­
cure est effectivement dans la résonance 3/2 (la période de rotation observée pour 
Mercure est bien 2/3 de sa période de révolution). Malheureusement, quand nous 
considérons les formules plus précises tenant compte de la dépendance du retard 
de la déformation avec la fréquence de la déformation, la probabilité pour Mercure 
retombe à 0.07. La solution à ce problème a été trouvée récemment par Correia 
et Laskar (2004). Ils ont tenu compte dans le calcul de probabilité du fait que 
l'excentricité de Mercure avait beaucoup évolué au cours de son histoire. Ils ont 
alors trouvé une probabilité "plus réaliste" de 0.55. 

D. Critère de Chirikov 
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Une des particularités de rotation des corps proches des résouances spin-orbit 
que je voudrais encore évoquer ici, est l'apparition de zones chaotiques lorsque des 
zones de libration vienne11t à se superposer. Or, la largeur des zones de libration 
dépend : d'un coefficient mesurant le degré de symétrie de la répartition des masses 
à l'intérieur de C1 dans le plan de sou orbite (représenté par le coefficient 8 ë/ ), de 
l'excentricité e de son orbite, du moyen mouvement n et de l'ordre de la. résonance 
( cf. figure 4) . 

d8/dt n 
3'8-A) 
~--•Il 

Figure 4: Critère de Chirikov 

n/2 

Chirikov (1979) a démontré, dans un cadre très général, un critère tri~s :-;i1nple per­
mettant de prédire l'apparition de zones chaotiques proches des séparatrices. Si 
nous appliquons ce critère au cas des résonances spin-orbit de première espèce, par 
exemple pour le recouvreme11t de la résonance 1/1 et 3/2, 11ous obtenons la condition 
suivante pour qu'il y aie apparition d'une zone chaotique : · 

(Tu 3(B - A) 3(B - A) n C 1-JAOS y2 x C xn+ C xn~ 2 => 1~ 

Par exemple, pour le satellite de Saturne, Hyperion, avec 3
(

13c7A) ~ 0.26 et e = 0.1, 

l · t d l'' , }' , (( 7r•) 1/2 3(8-A) ;i(B-A) ) t . e premier erme e mega 1te 2 - x c x n + c x n vau, approxnna-
tivement 1.2 x n, ce qui c:,;;t plus de deux fois supérieur au critère de Chirikov. Il est 
donc sûr qu'une large zone chaotique existe pour ce satellite autour de la résonance 
1/1. Wisdom, Peale et JVlignard (1984) ont montré que la rotation de ce satellite est 
effectivement chaotique. 
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Helioseismology has been successful in investigating the otherwise invisible solar 
interior, and one of its greatest success is in revealing how the interior of the sun 
rotates. It is briefly reviewed how this is done, what we have learnt, and what they 
imply. 

1 Introduction 

The sun, the master of the solar system, rotates. We have been aware of this fact 
since the time of Fabricius, for around 400 years. Somewhat remarkably, it has 
been known for almost as long that the sun rotates differentially i.e. the equatorial 
region rotates faster than the polar regions. In both cases, it was sunspot motion 
that betrayed surface axisymmetric flow of the sun. How the sun rotates internally, 
on the other hand, had not been an observational subject for a long time, simply 
because the solar interior wa.-, ~and still is, except metaphorically --invisible to 
us. 
However, the internal rotation of the sun has always been an important issue. The 
solar activity cycle is thought to he caused by a dynamo mechanism, an interplay 
between magnetic field and flow, of the latter of which rotation is the main com po-
nent. Also, although the sun is currently a slow rotator (see Section 2), its rotation 
is believed to have been much faster, and have been affecting the course of evolution 
of the sun. The so-called light-element problem, the apparent lack of light elements 
such as Lithium on the surface of the sun, for example, may be explained only hy a 
mixing mechanism that involves rotation. And any theory of dynamical evolution of 
stars will have to be able to explain the present-clay solar internal rotation. There 
was also the issue of me邸 uringJ2 moment, in deciding if we need the Brans-Dicke 
theory of gravitation as opposed to Einstein's theory; a fa.c,t spinning core of the 
sun would invalidate the calculation that・showed'the latter to be able to explain 
l¥1lercury's orbit. 
If the solar interior is invisible, and its rotation beyond observation and yet so 
important to astrophysics, why not trying a theoretical/numerical approach? This 
is prohibitingly difficult. Tlw outer 30 per cent (in radius) of the sun is convective 
becau::;e higher opacity in surface ionization zones means photons alone cannot carry 
all the energy generated inside to outside. Bad news is that this convection is 
turbulent. Reynolds number is huge, thought to be in order of 1012, which leads 
to, according to Kolmogorov's argument, the degree of freedom in order of 1027 (for 
Kolmogorov's argument see, e.g., [1]). If one is to take a head-on approach, he needs 
1027 grid points to simulate the solar convection zone. 
It was to this stage that helioseismology entered as a new method of probing the 
solar interior, to let us'see'the interior of the sun. In the next section the early 
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history of hcl ioseismolo岱,is brieHy presented together with some basic clisc11ssio11 of 

its cliagnosLic power. In Section 3 it is outlined ho,,・observation of" surface velocity 
field can prod11ce two-dimensional (that is. iu radius釘1din latitude) map of solar 

angular vclociLy. and our current knowledge of Lite sun・s rotation is s11mnHni:、eel.
Section 5 will be dedicated for discussing the f11ture of this line of i11vesLigal ion. 

MDI~ledium-l Power Speclrum 
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Figure 1 - Powcrspcctrnm of 60-clay Doppler velociLy data by MDT. as function of 

spherical harmonic degree (abscissa) and frequency (ordinaしc).l-lorizo1しta!

wavenumber is J[[i了可/R0-where R0 is the solar radius. The region of 
the highest power is around the period o「5minntes (3.3mHz in frequency). 

The ridges correspond to the position of eigcnrnodcs. [l rnage courtesy of 

しheSOHO/SOI-MDI project of the Stanford Lockhcccl lnstit11Le for Space 
Research. SOHO is a project of international coopernLion bcLwccu ESA and 

NASA.] 

2 Helioseisn1ology 

2.1 Solar acoustic eigenmodes 

IL all began iu early 1960s, when the sun was discovered to oscill, しLe[2]. Leighton 
and his collaborators were measuring Doppler velocity field of'the s11n, which is to 

say, the line-of-sight component of the solar s111facc velocity field. Their intention 

was to study supcrgranulation, which is another convective sしn1dmclarger in si: Cヽ.
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slower in turn-over speed and harder to detect compared t,o granulation. During the 
course of their effort, they found that there was a concentration of temporal power 
of the velocity field around the period of 5 minut⑤ . This was the discovery of the 
so-called solar 5-minute oscillation. 
It took another decade or~o until people came to agree that this oscillation w邸 not
a locally-driven (and damped) pheuomenon but a manifestation of global acoustic 
eigenoscillations, also called JJ morles ('pressure modes'). One of the key was the 
observation by Deubner [3], who found that the concentration of power in two-
dimensional Fourier sp邸 c(one dimension in temporal frequency and another in 
horizontal wavenumber) was resolved into discrete ridges (see Figure 1 for modern 
data), which signify eigenoscillations1. 
Since the sun is almost perfectly spherical, we can label its normal mode by radial 
order n, spherical-harmonic degree I and azimuthal order m (= 0, 士1,士2,...'士l).
However, without any symmetry-breaking agent, there is 110 special axis, and hence 
degeneracy with respect to m arises i.e. eigenfrcquencies depend only on n and l, 
which we may write w,.1, Ily solving an eigenvalue problem, frequency spectrum 
{w,.1} can be calculated. Horiヽontalstructure of a mode is described by spherical 

harmonic function迄， sothe wavenumber is v'l[f+可/R0(R。isthe radius of the 
sun): l is essentially the horizontal wavenumber. By plotting w.,1 as function l, we 
reproduce the ridge patterns in two-dimensional power spectrum. 
Once it wa.5 established that we were observing eigcnoscillations, however, it was 
quickly noted that these observation can be used for a diagnostic purpose. In fact, 
in establishing the above, people were already comparing eigenfrequencies of solar 
models with observed frequencies: the simplest of all the seismic approaches. Such 
comparison would tell you how good a model is, or whether a model is better than 
another. How fru・one can go 011 improving a solar model depends on the information 
content of eigenfrequency spectrum, and on whether one can devise a systematic 
approach to modify models nccording to the observed eigenfrequencies. 

2.2 Probing the solar interior 

So what determines the eigcufrcquencies? Any piece of solar plasma is under influ-
ence of local gas pressure and gravity. To know how the perturbation to this piece of 
plasma would develop in time, we have to know how the pressure and gravity would 
change as results of the pert,urhation. To know the first is to know the so-called bulk 
modulus i.e. how hard a piec<、offluid element would bounce back when compressed. 
In terms of quantities more familiar to astronomers, the bulk modulus is pc2, where 
p is density and c is adiabatic soundspeed. To know how the gravity would change, 
we need to know the distrihut.iou of material i.e. p as function of position in the 
sun. 
There is also magnetic field, of course, but the effect of magnetic field is small 
(details of why and to what <ヽxt.entthis is so is beyond the scope of the current 
review). 
Then there is rotation. Rotation affects the wave propagation by advection, and 
by Coriolis force (to a lesser degree, in case of p-mode waves). Although in principle 
any change in the equilibrium structure due to rotation should also be taken into 
account, this is negligible since t.he sun is a slow rotator: the equator of the sun 

1You may邸 k,why ridges, nut. points"? Because of damping, poi叩 I加 omcblobs, 皿 dn series of such 
blobs constil ut邸 aridge. Also、horizontalwavenumber is o捻ervcd邸 adiscrete number (see Fig.I) 
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Figure 2 - Schematically drawn p-mode ray paths and their penetration depths. A wave 
packet travelling inward from the surface refracts back to the surface because 
of an inward increase in soundspeed. By comparing shallow-penetrating 
modes (down to dashed circle} and deeply-penetrating modes (down to dot-
ted circle}, it is possible to infer physical condition in the region that is 
between the two circles. In the picture are also drawn rays that travel to a 
surface point to be reflected inward. 

rotates with a period of around 25 days (sidereal), compared to the dynamical 
time scale of the sun of half an hour. This is even more true in considering effect 
of rotation on observed oscillations, since we really have to compare the rotation 
period with that of oscillation, which is typically 5 minutes (why the sun oscillates 
at such high overtones is, once again, outside the scope of this brief summary). This 
permits us to use linear perturbation theory to account for the effect of rotation on 
eigenfrequencies. 
Let us forget the magnetic field. The two quantities p and care what principally 
determines wave propagation in the sun and, when combined with proper boundary 
condition, its eigenfrequencies. Rotation affects the eigenfrequencies too, but since 
the effect is small, it can be treated as a perturbation. If we look at this situation 
from the other direction, we can conclude that by studying eigenfrequencies of the 
sun we can learn the distribution of p and c, or the radial structure of the sun, and 
that by studying fine structure that is brought about by rotation, we can investigate 
how the solar interior rotates. 
How well it can actually be done depends not only on how precisely the frequencies 
can be measured, but also on how many frequencies are measured. Although this 
may be intuitive enough, the reason is discussed in the below. 
In the sun, deeper one goes and higher the temperature gets. In other words, 
there is an inward incre邸 cof soundspeed2. As a result, a packet of soundwave that 
starts an inward travel from a point on the surface undergoes refraction, eventually 
to come back to the surface to start the next trip through the solar interior (Fig. 2). 
Depending on the initial angle, a wavepacket penetrates to a certain depth. The 
region between the surface and the deepest point that the wavepacket reaches is 
called propagation region. Ft・equency of a mode comprising such wavepackets reflects 
physical condition in this propagation region. Different modes will have different 
penetration depths and hence different propagation regions, thereby sampling the 

2Exccpt near the centre, where a steep inward increase in mean molecular weight leads to皿 inward
dt.'Crcase in soundspeed. 
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solar interior in different fa.~hious. If we have two modes with only slightly different 
penetration depths, the small difference in their frequencies will tell us about the 
thin layer between the two depths. vVith more modes added, we can probe more 
layers. Thus, probing the interior of the sun requires a wide variety of modes. 

2.3 Rotational splitting 

r1---111::/ 
I姐＞/戸-111::/ー／
,/ m=f-2 

土、~l (l),/111 

m=-1+2 

','. -• 111=-f+f 

・・-- 111=-I 

Figure 3 - Eigenfrequency w1i1 Hplits into (2l + 1) distinct frequencies, w1,1111, due to 
rotation n. The split frequencies Wnlm arc spaced by averages of rotation 
rate when rotation iH slow. 

Let us go into more details on the effect of rotation. The presence of rotation 
means the spherical symmetry of the system is broken, and eigenfrequencies now 
depend also on azimuthal order m .. ¥i¥Te denoted eigenfrcquencies by w111 before, but 
now we need to use w111111. Them-independent frequency w111 is the frequency at which 
the mode would have been pulsating, were it not for the rotation. The difference 
between Wnlm and Wn1 is calculated according to linear perturbation theory. The 
result is: 

w',,1111―叫 =mx但〉111111'

where n is rotational (angular) frequency which is function of radius rand colatitude 
0 (the component of flow that depends on azimuthal angle¢we do not call~rotation1 
in the current context) and〈9〉111,,,is a certain average of n(r, 0): the single frequency 
w111'splits'into 2l + 1 frequencies (Fig. 3). In the Cct.c;c of the sun, the sidereal 
rotational period of rv 25 day:-; means that〈O〉ntm/21r,..._, 460 nHz. However, clue 
to different ways by which modes sample the ::;olar interior (Fig. 2), the average 
varies from mode to mode in a subtle way (hence the subscripts nlm in但〉nlm).
Accordingly, 

但〉"'"'=I dr j d0 I<,.,.,, (,., O)n(,., 0) , 
where /{1,1111(r, 0) is the sensitivity function called splitting kernel that can be cal-
culated from eigenfunctions. This is the basis of hclioscismic measurement of solar 
internal rotation. 

3 Helioseismic measurement of solar rotation 

3.1 Observation 

One big advantage of solar physics, compared to stellar physics, is that we can 
observe the sun as a disc. Full-disc observations (sun-as-a-star observation::;) are 
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still practiced and do have certain advantages in observing low-l modes which have 
a broad spatial scale. Also, although so far I have mentioned only Doppler velocity 
me邸 urementin relation with helioseismology, intensity fluctuation can also be used 
for seismic study. Still, in outlining the observing procedure in the below, I take the 
resolved me邸 urementof Doppler velocity邸 thecanonical example. 
ivleasuring Doppler velocity is done by observing an absorption line that is insen-
sitive to magnetic field, for then any change in the shape and position of the line 
would mainly due to oscillating velocity field (and surface rotation, which can easily 
be subtracted). By measuring Doppler velocity over the solar disc, we eventually 
obtain the radial velocity field糾・m1(0,¢, t), which we expand in Yim(e, ¢): 

糾ad(0,</J, t) = L心 (t)庁 (0,¢) . 
Im 

If for simplicity we邸 sumethat Vrml is observed all over the solar surface, then 

A1m(t) = J d0. v,oo(0, <p, t)l-';m•(e, ,P) , 

where dO denotes surface element, gives the temporal variation of the spherical 
harmonic component (l, m). Then a1m(w), the Fourier component of Atm(t) obtained 
by Fourier transform, or, more typically (but not necessarily), the power spectrum 
la1m(w)ドwillbe examined for peaks that correspond to eigenmodes. A figure like 
Figure 1 will be obtained by then averaging la1m(w)l2 over m. 
A long and continuous observation is required for precise determination of e~gen­
frequencies through Fourier analysis. In particular, if we are to me邸 urerotational 
splitting, we need at least observation time of around a month. Small gaps here 
and there do not hurt very much, but large gaps do, and we need to avoid them. 
However, even if the weather is good, the sun cannot be observed during night. To 
solve this problem, some people go to South Pole in summer. Another solution is to 
have a grouncl-b邸 ednetwork, that operates by installing several telescopes around 
the world and then observe the sun continuously in effect, after merging data from 
their sites. And of course, going to space also provides a solution. 
The GONG (Global Oscillation Network Group) project [4] is representative of 
the ground-network effort. It has been operating 6 stations since 1995 in Big Bear 
(California), !vlauna Loa (Hawaii), Learmonth (Australia), Udaipur (India), El Teide 
(Canary Islands) and Cerro Tololo (Chile). The variety in site longitude cannot deal 
with bad weather, but still the GONG achieves a duty cycle of about 90 per cent. 
The SOHO (Solar and Heliospheric Observatory) satellite [5] was launched in 1995 
with a suite of solar observation instruments on-board, among which were !vIDI 
(Michelson Doppler lmager), VIRGO (Variability of Solar Irradiance and Grav-
ity Oscillations) and GOLF (Global Oscillations at Low Frequencies). In the con-
text of helioseismology, the main purpose of VIRGO and GOLF are to discover 
low-frequency, yet-to-be-found, gravity wave (not to be confused with gravitational 
wave) oscillations (called g modes). The ivlDI carries out resolved measurement of 
Doppler velocity (and intensity fluctuation too) for the purpose of p-mode helioseis-
mology. 
With these new-generation experiments and more sophisticated method of data 
analysis, these days eigenfrequencies can be measured with nominal precision of less 
than a tenth of aμHz. In terms of relative precision, this is of the order of 10-5 

-30 -



Tak孔shiSEKII 

or even 10丸 whichis rarely seen in other branches of astrophysics. The umuber 
of modes observed depends on how one counts it: if one counts the (n, l) pairH, the 
number is around a few thousands. The number of (n, l, ni) triplets would exceed a 
few hundreds of thousands. Equipped ,vith these massive amount of high-precision 
data, we can then attempt to uncover what is beneath the photosphere. 

3.2 Inversion 

At the end of Section 2.1 I mentioned the importance of a systematic method of feed-
ing information acquired by observation to our model. One such device is method 
of inversion. Suppose we have a model of rotation profile n(r, 0). ¥Ve can m;e this 
profile to compute Wntm and then judge if the profile matches observation or not. 
If not, we may be able to figure out how to improve the model profile. It would 
be much better, howeveL if we can work this backward, to produce an estimate of 
0(r, 0) directly from observed set of frequencies { w,,1111}. This is what an inversion 
procedure aims to achieve. 
There is a few minor isimes concerning the determination of the internal rotation 

from { w111111}. First of all, what linear perturbation theory gives is how Wnlm_ differs 
from w111. However, w111, beiug a hypothetical quantity (the frequency at wlnch the 
mode would oscillate if the s1111 were not rotating), it cannot be measured. ¥¥That 
can really be used, in fact, is w11,111―W11i,-m = 2r,1 X〈9〉111111. Here it is implied 
that (n〉nl,-m=但〉111.+111,which i:-; guaranteed by symmetry of sensitivity fm1ction 
K,,1,,, (a.'-i an additional note, in inversion for soundspced or density, m.-average of 
叫 lmsubstitutes for w11t). The same symmetry, by the way, implies that we are only 
mea.suring the comp011ent of n(r, 0) that is north-Honth symmetric. Second, we do 
not normally use Wnlm themselves but expand them in a form, for example, such邸

vJ 11{ /II =区anlkPl.:(rn./ l) 
k 

with a proper polynomial P,. 囀.and use the expansion coefficients a111k instead as data. 
However, all these do not change the fact that O(r, 0) is linearly related to rotational 
splitting data, and that we arc to solve a linear inverse problem of rotational splitting 
to infer the internal rotation of the sun. In the below (though only in a few places), 
I still pretend that w111111 is the quantity we base our inve:-;tigation upon. 
It i8 not difficult to sec that. :-;olving a linear inverse problem eventually comes 
down to invert matrices, since a linear relation has to be discretized first and the 
result is a matrix equation. Describing in detail how to proceed from there requires a 
lot of space; please see [6] and references therein. One important aspect is that if one 

solves the linear inverse problem via linear processes only, then theらsolution'n(r,0) 
is related linearly to input data, and hence to the O(r, 0), except for observational 
error: 

伽，0)= j cir'.! <LO'A(r, 0; r', 0叩(1書',0') + (data error term) . 
It is more computational work to obtain the averagがngklクrnelA(r, 0; r', 0') than to 
obtain the solution itself, but it is through this function we learn spatial resolution, 
by examining how sharp thP averaging kernel is peaked around (r, 0) or, indeed, if it 
is peaked around (r, 0). The latter tells us if we actually'missed'our target in our 
attempt to estimate the rotatiou rate at (r, 0), our tm:qet point. These diagnostics, 
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i11 addition to fon11al error in f2じ0),is required to judge how reliable a solution 
O(r. 0) is. 

3.3 Results from MDI 
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Figure 4 - lntcrnal rotalion of the su11 inferred by i11versio11 of MDI rotational-splitt111g 

data, as n contour map or rot,at.ional frequency D/21r. The im1er doLtccl curve 

(in fact part of a circle) indicatesしhebase of the solar convection zone. Note 

that t,lic north-south symmet,ry is because ofしliei11sensitivit,y of the meしhod

to the asymmetric component,. Adapted from Schon ct al.(1998) 

lしhasjusL been briefly outlined how ouc goes from Doppl_cr 1ucasurement. to Lhc 

solar rotation. To s11111marize our currcnt knowledge of the lllLernal rotation ofしlie

sun thus obtained, I here present an oxa111ple of rotation inversion of MDI claLa 

(Fig.4). In the below l summarize tltc features that are of importance and interest. 

The solution is plotted only in the ouLcr 50 per cent. or Lile s1111. and even Lhere not 
in the very high latitudes. This is beca11se either of a lack of precision (large error 

bars) or of a lack of spatial resolution. mainly in the sense thaL averaging kerncb 

i:しre11ot centred well around targets. Since not rnany modes penetrate deep iut.o Lite 

sun, we do not lrnvc large enough variety of modes to probe Lhe rotation in deeper 

layers well.'Nitli 8oundspeecl inversion, t.ltc situation is nwcl1 better and we can go 

down to the radius of,....., O.lR。.This is because w,,1 (or m-n.verage of w111m) is more 
precisely measuredしhanw,,1m-As for the pole, the situation is Lhe same; noL lllany 

modes have a. large amplitudes in high _I叫 udes.hence Lhc poor inversion. 

¥-¥「henone look aL Lhc solution that 1s ploLLcd. one thing tltat strikes eyes isしhat
the pattern of latitudinal differential rotation observed on the surface holds through 
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the mm;t of the the solar convection zone. Early attempti; at dynamical dynamo 
calculation predicted a cylimlrical rotation of the convection zone [7), essentially be-
cause of the Taylor-Proudnrnn theorem. This discrepancy hai-; compelled numerical 
modelling of dynamo to be reconsidered (see below). 
In low-to mid-latitude1 tl 1c rotat10n reaches its maximum around r / R。 ~0.95,
with a sub-photospheric shear layer (a sharp decrease in rotation rate) immediately 
above. It has been suggested that this layer supports a small-scale dynamo which 
is most likely not responsible for the 11-ycar cycle but playing an important role is 
sustaining (or magnifying) surface magnetic field [8]. 
If one looks deeper, one notes that differential rotation is weak, if present at all, 
in the radiative interior. Here, however, the spatial resolutiou is poor and error 
bars are large. It would be safor if we say we see no evidence against a near-rigid 
rotation, rather than we see evidence for. 
In between, there is another shear layer at the base of the convection zone, named 
tachocline [9, 10]. Physics of tachoclinc is currently one of the hottest topic in solar 
and stellar astrophysical fluid dynamics. First, it can cause additional mixing in 
the solar interior. Indeed, a smmspcecl excess found around the base of convection 
zone by helioseismology [11] may be explained by decreased amount of helium, as 
a result of such mixing offsetting an increase of helium by gravitational settling 
onto such layers. Second, tachocline may be playing an important role in dynamo 
mechanism. The standard n-u-'dyuarno has difficulty in explaining equatorward 
migration of sunspots without the cylindrical rotation and associated relatively large 
radial gradient of angular velocity in the solar convection zone. As an alternative, 
an interface dynamo mechanism at the tachocline region has been suggested [12, 13]. 

4 What's next? 

The findings summarized in thE、lastsection could not have come via other routes, 
even if you count discoveries by numerical means as pure discoveries, because of 
the situation that was explained in Section 1. In this sense, one might say that 
helioseismology is even more inclispcrn;ible for study of solar rotation than for study 
of solar (equilibrium) structure. 
Still1 we know very little of solar rotation in deep layers, or at polar regions, and 
these remain as obvious challenges for helioseismologists. 
Aside from these, there is the i8suc of solar cycle variation. ¥Vith data accumulated 
for a better part of solar cycle. ,vc can now examine such variation of rotation. 
Though the signal still seems to be weak, it has been reported that the tachocline 
region is undergoing a periodic variation, with a period of 1.:3 years [14). 
Probably the greatest impact of helioseismic measurement of solar rotation was 
in the field of solar dynamo theory. The first kinematic dynamo calculation (the 
one that assumes a rotation rate rather than solves everything consistently a.-; in 
dynamical dynamo) based on the'observed'rotation rate was done by Dikpati 
& Charbonneau (1999) [15). It was found that such a model would predict that 
sunspots would appear, in the beginning of a cycle, in latitudes too high compared 
to observation. It was suggested by Nandy & Choudhuri (2002) that meridional 
flow penetrating deep into the radiative zone can bring down the eruption latitude 
[16]. This is so-called flux-transport dynamo. Tvleridional flows have been measured 
in surface layers [17, 18, 19]. Although difficult, it will be one of the most important 
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topic to pursue to detect the counter flow in deep layers, to provide observational 
evidence for such a mechanism. 
How about other stars? Asteroseimology, seismology of stars, is at last developing 
fast and there has been a few reports on evidence of differential rotation in White 
Dwarfs [20] and a {3-Cephei variable [21]. However, it will be a long time, if at all, 
before a detailed map of angular velocity, such a..9 the one we have for the sun, will 
be available for stars. 
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ABSTRACT 

現在、 1000個ほどの小惑星の自転速度（自転周期）が知られているが、その分布に
はいくつかの傾向がある。これらは小惑星の誕生と進化の何らかの記録を留めてい

ると考えられるが、それらは未だ十分に説明されているとは言えない。本論分では

二つの点を指摘する。まず第一に、自転速度のヒストグラムはマックスウェル分布

に近いが、何故そうなのかに対する明確な説明がない。第二に、 100km以上の小惑
星では、大きいほど自転が速いという傾向があるが、それに対して存在する唯一つ

の説明は、「小惑星は進化と共にその大きさを減じてきた」という仮定の上に成り

立っている。このような大きな小惑星は本当にそのサイズを減じてきたのだろうか。

(Rotation rates of about 1000 asteroids are now known. Their statistics would 
have some record on their formation and evolution, but they have not yet studied 
fully. I notice two of the problems in this field. First, histograms of asteroidal 
rotation rates are frequently approximated by Maxwellian distrihntions. However! I 
could find no clear explanation in literature why it should be l¥Iaxwellian. Second, 
the bigger the asteroids are. the faHter they rotate, for the a.steroids larger than 
about 100km. The only one model that takes into account this tendency is based 
on the assumption that even large asteroids have lessened their sizes though thier 
evolution. ¥Ve are not sure now whether they have really reduced their sizes.) 

1 はじめに

小惑星の自転周期は、その明るさの時間変化の周期性から求めることができる。小

惑星は形が歪で、かつ太陽光を散乱して光っているので、多くの小惑星がそうであ

るように表面のアルベド c~ 反射率）が場所によって違わなくとも、明るさが時問
変化するのである。これを観測して得られた結果を Lightcurveと呼ぶ。太陽、小惑
星、地球の位泄関係が様々な場合についての Lightcurveからは、自転胤lの方向やそ
の形を推定することもできるぐ最近では、探査機やレーダー観測、あるいはハッブ

ル宇宙望遠鏡によって得られた画像から直接、自転の情報を得られるようになって

きたが、これらの方法が適用できるのは、地球に接近したもの、非常に大きなもの

などごく少数の小惑星に限られており、ほとんどの小惑星の自転周期はLightcurve
から決められている。

Lightcurve観測は1970年代から 80年代にかけて盛んに行われ、明るさの変化が大
きく、自転周期の短い（短期間の観測で自転周期を決められる）いわゆる結果を出

しやすい小惑星に関してはやり尽くされた感がある。現在では、大型望遠鏡を使っ
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てエッジワース・カイパーベルト天体や直径10km程度の微小な小惑星など非常に
暗い対象の研究がされたり、中小望遠鏡を使っての昔の結果の確認or修正や (CCD
カメラにより昔より質の高い観測が可能）、新しいところでは、近地球小惑星が研究

されたりしている。
有名なデータベースの一つである以下のサイトには、 2004年2月17日の段階で
1858個の小惑星についての報告が収められている。

http://cfa-www.harvard.edu/iau/lists/LightcurveDat.html 

Lightcurveには、周期性のはっきりした信頼性の高いものから、怪しいデータまで
様々なものがあり、それぞれの小惑星の自転周期には、次のようなReliabilitycode 
（信頼指標）が付記されている。

• 1 : 違っている可能性が高い (244)。

• 2 : 一周期を完全にカバーしないLightcurveから決められた周期 (711)。

• 3 : 間違いない (634)。

• 4 : 間違いない。さらに自転軸の方向も推定されている (111)。

（）内は小惑星の数である。合計が1858個にならないのはcodeの付いてない（おそ
らく暫定的な報告があるに過ぎない）ものもあるからである。

小惑星研究の面白さの一つは、これらの非常に多くのデータをもとに統計的な議

論ができることであろう。以下では、そうした議論の中から筆者が個人的に「不思

議だ」と思っていることを二つ説明する。

2 自転速度のヒストグラム

まず、上記ホームページのデータを使用して、分かっている自転速度のヒストグラ

ムを作る。少々奇妙なことであるが、 Reliabilitycodeが2以上でも自転周期の上限、
もしくは下限しか示されていないことがある。これらの小惑星については、上限の

場合には示された値の 1.5培、下限の場合には1.5分の 1の自転周期を持つと仮定し
た。また、自転周期よりは自転速度の方が物理的には意味があるので（角運動嵐に
比例する）、自転周期を地球の 1日に何回自転するかに変換する。こうして codeが
2以上の 1456個の小惑星について自転速度のヒストグラムを作成した（図 1)。
分布がマックスウェル分布に近いのが特徴である。熱平衡にある単一の気体の分
子速度の分布がマックスウェル分布になるのは有名であるが、何故、 10km程度か
ら数100kmまでの様々な大きさ（直径）の小惑星の自転速度の分布がこうなるのだ
ろうか。この分布に言及している論文は数多くあるが(eg.Binzel et al. 1989) [1]、
私の知る限りすべての論文でマックスウェル分布は自明のこととして議論が行われ
ている。「衝突進化の十分進んだ系に関してはマックスウェル分布になる」という記
述にお目にかかることもある。土星の輪の粒子の運動と自転に関する計算機シミュ
レーションの結果 [7)が引用されている場合もある。
一方で、統計学的な検定を行うと、必ずしもマックスウェル分布とは言えないら
しい(Binzelet al. 1989) [1]。きれいなマックスウェル分布からずれる部分を図 1の
中に矢印で示した。
Rotational Breakupは、これ以上速く回転すると遠心力で強度のない天体だと四
散してしまう限界である。これを越える自転速度のものが極めて少ないのは納得の

いく事である。例外が何個かあるが、すべて非常に小さい小惑星である（主に近地
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Figure l: 小惑星の自転速度のヒストグラム。単位は地球の1日に何回自転するか。Reliability

codeが2以上の 1456個の小惑皐が含まれて lヽる。矢印て示した付記については本文参照。
(Hislogralll of 1-156 asteroidal r0Lutio11 rates for which Hcliability code is equal Lu or grater 
than 2. The rolation rate is shown in 11u111bcr of rotalions per .Earth・s day.) 

球小惑星）。たぶん一枚岩でできており、

う(seePravec et al. 2002) [U]., 
Slow Rotatorsについては、什は辿小惑星であり、 潮汐進化によって自転角迎動址

がお五いを廻る軌道角運動韮に移り自転速度が遅くなったと考えられている [5]。現
在では片方が衝突で破壊され、連小惑星でもないのにゆっく り回っている。

そもそも小惑星全体の自転述度に一つのマックス ウェル分布を当てはめるのに無

理があると考え、い くつかのマッ クス ウェル分布の重ね合わせで図 1のような分布

を説明しようという考えもある つま り、小惑星の中には、自転に関して起源や衝

突進化の過程の追う 2、3のグルーフがあると考えるのである。自転の速いものの超

過 (FastRotators)は、こ う考えて無理やり説明がするU
また、平均的な自転速度を小惑星の直径の関数として求め、 一つ一つの自転速度を

それで割った規格化された自転速度がマックスウェル分布になることを主張してい

る研究もある [G]。小惑星はその衝突進化の過程で、少しずつ大きさを減じながら、
しかし、それより短いタイ ムスケールでそれぞれの大きさ に応じたマックスウェル

分布に落ち箔くと考えているようである。

方で、セメント球を火薬で破壊して小惑星の衝突破壊を模擬し、破片の回転を

測るという実験もなされている それらの回転速度のヒストグラムは、マックスウェ
ル分布に似てはいるが、統計的に検定するとそうは言い切れないらしい [3]。
マックスウェル分布は、自転灼速渡ベク トルがある広がりをもってランダムに分

布していること を表わしているのだが、小惑星の衝突進化では、自転速度と大き

の両方が変化する。小規模な衝突による自転の変化と、カタストロフィックな破壊
での破片の回転としての自転の獲得も含まれる。イ可故これほどまでにマックスウェ

ル分布にこだわるのだろうか

その強度で辿心力に打ち勝っているのだろ

;:i7 -



rfasahi辿 YJ¥NACTSAWA

10 
-: 

H 

(
i
{
 u
p
;A
:
u
)
 :,'llU.I 
uo
翌
l
O
(
!

ー

0.1 l 
10 100 
Diameter伽n)

1000 

Figmc 2: 小惑品の直径と自転速度の l½l 係。 788 個の小惑星が含まれている。一•つ一つの小
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刷では判別がむずかしし‘。(Therotntion rates of 788 asteroids plotted againsL their mean 
diameters. Three colors correspond to the Reliability codes: 2, 3, and 4.) 
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大きさと自転速度の関係

図fig:h ist;ogrnmに含まれた小惑星の内、小惑星の直径のデータ ，'ース

http:/ /www.psi.edu/pcls/ archive/ astclata/li'vIPS/ clia111alb. tab 

にデータのあるもの 788個について、直径と自転速度の関係を示したのが図 2であ

る。小惑星は形が歪なので、直径とはいっても赤外線による観測時の見かけの断面
の平均直径である（同じ断面栢をもつ円の直径）。

自転速度には大きさ依存性があるようであるが、これを無視して自転速度だけで

ヒス トグラムを作ると図 1になったのである。さて、まず目に付くのは、 100km以
下の小惑星では小さいものほど速く廻っている傾向である。これに閲しては、次の
ように考えること ができる。

半径 Rの球形小惑星に質砿 rn、半径 '/'のより小さな球形小惑星が衝突するとす
る。衝突速度は v、インパク トパラメータは /; (図3参照）とする。また、密度は
共に pであるとする。初めの小惑星の自転速度を 0とし、衝突後にすべての角運動
鉱が大きな小惑星の自転角運動址に変わったとすると、衝突後のその自転角速度 Q

3
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Figure 3: 小惑星へのより小さな小惑星0)衝突。図中のbはインハクトパラメータと呼ばれ
る。 (Collisionof an asteroid with a projectile of velocity, v and impact parameter b.) 

は、

0=  
bRm:v 
—. ― 
I 

となる。ここで、 Iは大きな小惑星の自転に関する慣性モーメントである。

を代入して整理すると、

4 3 
m.=p—訂
3 

2 4 
l=-(p-7i炉）R2 
5 3 

5 n = -lmに）切—1
2 R 

となる。大きな小惑星でも小さな小惑星でも (r/R)はほぽ同じと考えれば、小さな
小惑星ほど廻され易いことが分かる。
「小さくなるほど速く廻る」という結果を出している小惑星の自転の進化のモデ

ルはいくつかあるが、 Harris(1979) [4]が有名である。彼は次のように考えた。

1. 小惑星は、時々起こるカタストロフィックな衝突により、その度に直径をある
割合で減じていく（ただし、この衝突では自転速度は変化しないと仮定する）。

2. カタストロフィックな衝突の間に、数多くの小規模な衝突が起こり、角運動量
ベクトルはランダムウォークする。（この過程では衝突体の付加による慣性モー

メントの増加も考慮している）

そして、簡単な計算により、小惑星の大きさと平均的な自転速度の関係を求めた。

一方で、 100kmより大きな小惑星では、大きいほど自転が速くなる傾向がある。
これを説明する理論は現在のところ唯一つ Dobrovolski8and Burns (1984) [2]のみ
である。図4を使って彼らの考えを説明すると以下のようになる。

1. 自転している小惑星の上で見ると、より小さな天体が衝突したときの衝突破片
は、衝突点での鉛直軸に対して対象に放出される（斜め衝突でも円形のクレー

ターができる。これはこの仮定を支持する）。

2. 慣性空問から見ると、破片速度は自転運動の方向に放出されるものは速く、反
対方向のものは遅い。

39 -



Masahisa YANJ¥ClSA¥VA 

i ~ 
'- 0 

(1) Angular momentum impulse (3) Escape of some ejecta 
(2) Mass absorption (4) Escaping ejecta drain angular momentum 

figure 4: Angular Mo1nc11Lum Drain. 衝突点から対象的に衝突破片が放出されると、自転
迎動の方向に放出されたものだけが墾力圏を脱II',することがある。脱II',する破片は角迎動拍
を持ち去る。(AngularTvfo1ncntum Drain. Collisional fragmcnしsarc ejected symmetrically 

in asteroidal rotating f'rai11e. But, tile cjecLion is 110しsymmetricin L11c i11cLia f'rarnc. Some 

f'rng111c11Ls escape邸 tcroidalgravity field and remove angular rnomcntulll.) 

ふ破片の速度と小惑星からの脱出速度が同じくらいの場合、自転方向への放出物

は小惑星の重力圏を脱するが、反対方向への放出物は再び表面に落ちてしまう

ことがある。

LI. 重力圏を脱する（彼片は小惑星の自転角連動韮を持ち去る。

彼らは、このアイデアを Harris(1979) [4]と同様のモデルに組み込み、パラ メータ

をうまく選べば、大きさ数 100kmの小惑品（適当な自転速度で自転している）が衝

突進化でその大きさを減じていく過程で、直径100kmぐらいまでは自転速度が遅く

なっていき、その後再び大きくなっていくことを示した。

ここで私が疑問に忠うのは、直径100km以上の小惑星が本当にその進化の過程で

大きさを減じてきたのだろうかということである。最近では、小惑品は衝突破壊は

起こしてもすぐに自己重力によって再集柏してしまい、そう簡単には四散しないと

いう事が分かりつつある。もしかすると IOOlm1以上の小惑星は進化の過程で成長し
ていったのかも知れない。そんな場合についての自転の進化のモデルは今のところ

なし、0

4 おわりに

小惑星の自転に関しては、 ここて触れた以外にもいく つかの話題がある。自転を調べ

るためのLightcurve観測に関係した研究もある。以下に、これらを箇条囲きにする

が、詳しくは参考文献に含まれているAstcroiふ II,Asteroids Ulを参照して欲しい。

• 自転ベクトルの分布は黄道面に垂直なものが卓越している。かつ順行自転が逆
行自転に比べがわずかに多いようである。何故か？

• 非主軸回転をしている小さな小惑星が2、3個発見されている。主軸回転に変
わっていく時間スケールのモデルは正確か？

• トロヤ群小惑星やエッジワース ・カイパーベル ト天体と、メインベル ト小惑星
の自転の分布に迩いはあるか？
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• 連小惑星では自転と公転が同期しているか？

• Lightcnrvcから求めた小惑星の形は、いくつかのタイプに分類できないか？

最後に、研究会でお世話になった国立天文台の谷川油隆先生および院生の皆様に感
謝します。
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要約

My Favorite Figure-8 Orbit 
わたしの8の字入門l

-N体問題舞踏解2とその存在証明について―

関口昌由

masackisarazu. ac. JP 

木更津工業高等専門学校，
千葉県木更津市消見台束 2-11-1,〒292-0041

いわゆる 8の字解は三体問題の新しい周期解であると同時に、 N体問題おける舞踏
解の代表例であり、 その厳密な存在証明が舞踏解研究の発端となった。舞踏解とは

重力N体問題における周期解の一つのクラスであり、その特徴は空間に固定された
閉曲線上を N体が等時間問隔で数珠繋ぎになって運動することである。本稿では、
舞踏解の特徴とその存在証明に用いられた一連の方法を概観し、未解決問題を明ら

かにすることを目的とする。

1 はじめに一三体問題の周期解たち―-

重力三体問題の周期解としてよく知られているものに、 1767年にEulerによって発見
された直線解と、 1772年にLagrangeによって発見された正三角形解がある凡いず
れも中心図形(centralconfiguration: 三体問題の場合、直線配描3つと正三角形配置
2つの計5つしかない(20])と呼ばれる図形に相似な相対的配置を保ったまま、各質
点が共通重心に関してケプラー運動をする解であり、同形解(homographicsolution) 
と呼ばれる。質撒比は任意である。ケプラー運動が円運動のとき、角速度一定の回

転系に乗ってこれらの運動を観察すると質点たちは止まって見えることから、相対
的平衡解(relativeequilibrium)と呼ばれる。角運動菌がゼロの場合は、 3体は回転
することなく重心を端点とする放射線上で中心図形に相似な図形を保ちながら三体
衝突から始まり三体衝突に達する。個々の質点ごとに見ればその運動は1次元ケプ
ラー運動である丸いずれにしても、解を表す関数形は陰的な表現であるが明らかと

なっている。以後、関数形が明らかな周期解は発見されていない。

他にも周期解は存在し、数値計算を援用することで発見されてきた。 1956年に発
見された Schubart軌道は、空間に固定された直線上に3体が並び、中央の質点が左
右の質点たちと交互に二体衝突を繰り返すという周期的な運動を行う [15]。三体問
題に条件を付加した制限三体問題、 Hill問題、 Sitnikov問題などでは、数値計算で周
期解の初期条件を発見することは難しくない。ただし、それらの関数形は明らかで
はない。また厳密には、数学的存在証明なくして周期解が発見されたとは言い難い。

1本稲は、箱根天体力学N体力学研究会 {2004年3月）で行った購樅内容に加箪修jEを施したものである` ‘
2一般に choreographicsolutionあるいはchoreographyと呼ばれてしヽるが、このような訳語を与えてみた。
3[13, 20]などで 2つの論文 LeonardEuler, 1767, De motu rect.ilineo tガiumco17101・um se mutuo attmlu北
tium, Novi commentarii academire scientarum Petropolitanrol 1, pp.144-151 in Oeuvres, Seria Secunda tome 
XXV Commentationcs Astronomicre{pagc 286)とJoseph-LouisLagrange, 1772, Essui sur le Probleme d邸
Trois Corps, Prix de l'Academi Royalc des Science.'> de Paris, tome IX, in vol. 6 of Oeuvres (page 292)が
引用されている。

、1この場合の解は homothcticsolutionと呼ばれる。平行相似解という訳語もある [sJが、個人的には放射相
似解と呼びたい。以後、述語の和訳は笙者の私見に基づく。
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三体問題における 8の字解は、まずMoore[12]によって数値的緩和法で発見され
た。 Mooreは、周期 Tの蔚上の周期軌道を配 X(股/TZ)上の組み紐ととらえて
分類することを提唱し、どのような周期軌道が l/r"型ポテンシャル下で実現可能か
数値計算で調べた。その中で、 8の字軌道がニュートン型ポテンシャル下で実現可能
であることを明らかにしたのである。その後 Chcnciner& Montgomery[3]によって
厳密な存在証明が与えられたその証明は直接法に基づいている。さらに Sim6[18]
はN体問題で多くの舞踏解を数値的に発見したが、その多くは未だ存在証明が与え
られていない。一方、 Chen[2]は、 4体問題と 6体問題で可算無限個の舞踏解の存在
証明に成功した。本研究会では柴山充瑠氏によって 2n体問題における舞踏解の存
在証明が報告された。

第2節では、 8の字解の特徴を纏める。第3節では、証明の概略について説明す
る。第4節では、 N体舞踏解に関する研究を紹介する。

2 三体問題の8の字解

文字通り、 8の字形の曲線上を等質菌の3体が追いかけっこをする5ことが、最大の
特徴であると言える。以下にこのことを詳細に記述しよう。
軌道の形 (Figure1参照）はレムニスケート

（丑+y叩=x2 _ y2, (1) 

に非常に近いが、一致しない [19]。実際、 (1)式に .Jacobiの楕円関数を用いてパラ
メータ付け

sn(t) sn(t)cn(t) 
x(t) = y(t) = 
1 + en 2 (t)'1  + c詔(t)'

を行い、運動方程式を満足するようなポテンシャルを求めると、 Newtonポテンシャ
ルにはならない[5]。軌道の形が :i:,yの両座標軸に関して対称であることから xとy
の偶数次式で表されるべきだが、 6次式や8次式で近似しても誤差が残る [19]。各葉
が星紗であること [3]と凸であること [6]は示されたが、 8の字軌道を表す関数は未
知である。
8の字軌道上を運動する 3体は直線配置と二等辺三角形配置を交互に巡回する。各
質点は軌道に沿って Figure1に示された数字の順に周回する。時刻t=Oで3体が
直線配置(0-4-7)にあったとしよう。すなわちmが数字0の位置に、 m2が4の位置
に、 m3が7の位置にあったとすると、時刻t= t。において 3体は二等辺三角形配
置(1-5-8)に移る。ただし、 T= l2t。は8の字解の周期である。その後3体は時刻

Figure 1 —三体問題における 8 の字解の軌道
Sim6(18]が求めた初期値を利用して計算した。

5Sim6[16]によって作成された倦れたアニメーションを楽しめる。
6star-shape: 厭点（この場合は 2 艇叫姜点）から無限遠に •JI tヽた半直線が II可しか弧と交わらないこと．．
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t = 2t。で、直線配置 (2-0-9)に移る。以下同様に 3体は等時間間隔で連鎖的に追跡
する。すなわち、時刻tにおける質点miの座標を Qi(t)であらわすと、

叫t)= q1 (t +~) , 呻）= q, (t +手）， (2) 

が成立する。周期Tにわたる 3体の配置の変化を Table1にまとめた。また、速度

に関しても著しい対称性がある。直線配懺にあるとき、 3体の速度ベクトルは全て
平行で原点にある質点の速度だけが反対向きで大きさは他の 2倍になる。言い換え
ると角運動簸がゼロである [3]。さらに、 3体の各速度ベクトルを延長した直線たち
が常に1点で交わる（三接線定理[5])ことも示された。 4節で述べるSF型ポテンシャ
ルの場合、三法線定理も成立する70

時刻

゜to 2to 
3to 
4to 
5to 

n
-
0
1
2
3
4
5
 

n
-
4
5
0
6
7
8
 

竺
7
8
9
1
0
0
1

配肘

C(Ei) 
I (Jt) 
C (E2) 

I U1) 
C {E3) 
I (I{) 

時刻

6to 
7to 
8to 
9to 
lOto 
llto 
12to 

n
 lo 6

7

8

9

H

o

 

竺
9
1
0
0
1
2
3
4

2
2
3
4
5
J
O
6
7
 

配置

C (E1) 

I (J3) 

C (恥）
I (It) 
C (E3) 
I (Jり
C(Ei) 

Table 1-8の字解上での配泄の推移
記号 foは周期Tの 12分の 1を表す。数字はFigure1に現れる位慨を示している。記号Iは二等辺

三角形配泄、記号 Cは直線配慨を示す。括弧内の記号は形状球面 (Figure2)上の点を表す。

Saariの予想に依れば、慣性モーメントが一定となる運動は同形解である。その逆

は明らかに真ではなく、実際8の字解で慣性モーメントは定数とならないものの、
ほぽ一定の値を取る。また、ポテンシャルも軌道に沿ってほぽ一定の値を取る。こ

の性質は、 Chenciner& Montgmeryの存在証明にとって有利に働いた。
通常、直接法で存在証明出来る周期解は不安定であるのに対し、特に他の舞踏解
が全て不安定であるのに対し、 8の字解は安定である。直線配個をポアンカレ断面
にとってポアンカレ写像を定義すると、その固有値がすべて純虚数になると言う意

味で8の字解は線形安定であり、角運動盤ゼロの超曲面上に限定した数値計算によ
れば、 8の字解の周囲に氷遠に脱出できないと思われる軌道集合が観察できる [19)。
これを :Montgmery[13]はKAivI安定であると述べている、すなわち周期解近傍の解

が周期解を離れるのに非常に長い時間がかかり、その速度は周期解からの距離に関

するいかなるベキ級数でも検出することが出来ない。また、質籠を変化させての安
定領域の探索もなされたが、見い出された領域は非常に小さい。

安定であれば、宇宙に8の字軌道を描く天体を見いだすことも期待できるが、
れを連星対連星散乱の結果として生成する確率は非常に小さい [9)。
Sim6[19]の数値計算によれば、 8の字解の近傍には別の周期解が存在する。 8の字

解は角運動載がゼロなので、彼はまず角運動盤ゼロの超曲面上を探索した。ここで見
つかった周期解は衛星舞踏解(satellitechoreography)と名付けられた。次に角運動簸

非ゼロの条件で探索され、発見された周期解は、相対舞踏解(relativechoreography) 
と名付けられた。相対舞踏解は、ある定角速度の回転系で観察すれば、まさしく舞
踏解となる。

そ

7本研究会で藤原俊朗氏が講演され、集録にも寄稿されることと思うので、そちらを参照されたい。
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3 証明の概略

主に、 Chenciner& :tviontgomery[3]の証明の概略を紹介する。最後に Chen[l]によ
る証明の改良を紹介する。

3.1 直接法

変分原理によれば、作用

A(q) = r£(q(t),(J(t))rlt, 
, 0 

を最小化する8無衝突経路は運動方程式

d c)[, a£ 
---
dt匈
＝一
8q' 

の解となる。ただし、£ はラグランジアン

1 
£(<J, <j) =うどnil+L nl-i11り 9 

lk1i -C/j II /. i<j 

である。

適当な関数空問 Cの上で関教列 x,,ECを取り、

lim A(;,;11) = inf A(x・），
11-+oo xEC 

(3) 

(4) 

(5) 

を満たすならば、この列を最小化列と呼ぶ。最小化列｛．％｝の部分列のうちで、あ

るむ ECに収束するものを取り出す。;,;*が limn_.00A(xn)~A(x*) を満足し無衝
突であるならば、 C上に解が存在することを証明したと言える。以上を、変分法に
おける直接法、と呼ぶ。そのような；J;*の存在は、 Arzela-Ascoli定理9の直接の帰結
として保証されるので、 心が無衝突であることを示すことが残る。そのためにま

ず、衝突を含む任意の経路 :z・couについて作用の下限Acollを求める。衝突を含まな
い経路功estECを選び、

A(: 加st)< Awu = inf A(xcoll). (6) 

を示せばよい。なぜなら、 A(心):::; A(:i:1cs1)が成立するからである。

3.2 配位空間の次元の逓減

籠心を原点に固定することで、並進で一致する配椴を同一視する。回転で一致する
配個を同一視する。仮に拡大縮小で一致する配置を同一視するならば、全ての三角
形配慨は配に位相同形になる"なぜならば、質点 m、1,rn、2を点 (1,0),(-1,0)に固
定すると、質点 ・m,3の位置坐標 (:z:,y)ですべての三角形を尽くせるからである。こ
の平面に無限遠点を加えたものは2次元球面と同一視できる。この球面を形状球面
(Figure 2)と呼ぶ。この場合、無限遠点は m1とm2の二体衝突に相当する。

8minimize の諏語である"~翻叫は I極小化ではなし ¥0)か」という質問を受けたが、直接法の文脈では「最
小化jで通用してしヽる 実際、考慮してし、る関数空!lllに限れば「極小化」より適切であると考える。
!)コンハクト空fll)上一様有昇で柘H甘度連続なOO教の族は、一様収束する部分列を持つ。
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じ

E2 C2 
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Figure 2ー形状球面の子午線面（左）と赤道面（右）
子午線 L十且L-、 L+CiLーは 1'jj= 1'jkなる二等辺三角形配惜、 赤道は直線配置を

それぞれ表す。一方、 Eiで赤道と交差する1th線は8の字解軌道の投影を概念的に表

したものである。 L土はラグランジュ配泄、 Eiはmiを中点におくオイラー配個、 Ij

(J: ―)はい (Lー）と同じ側にある rii= 1'ikなる二等辺三角形配骰、 Gは巧k=Oな
る二体衝突である。

従って三体問題の配位空間は、形状球面と三角形の大きさを表すパラメータ（ここ

では慣性モーメント）との直積空間、すなわち配と位相同形であると考えて良い。

この場合、原点は全衝突を表す。この空間を既約配位空間と呼ぶ。

形状球面上に8の字解を投影すると、 Figure2に示されるような曲線が得られると
考えられる。対称性を考慮すると、軌道は互いに合同な 12の軌道片からなる。従っ
て1つの軌道片の存在を証明すれば、 8の字解の存在証明は完了する。その軌道片と
は2つの多様体Iiとらを結ぶ曲線片である。ただし Iiとらはそれぞれ、 rii= rik 
なる二等辺三角形配置全体からなる集合と 1nJを中心とするオイラー配置全体から

なる集合それぞれに、配位空間の計籠から誘導された計量を与えて得られる多様体

である。既約配位空間ではエiは大円 L十且L-CiL十を含む平面、 gは原点から EJ
を通って無限遠に延びる直線としてそれぞれ表される。この曲線片は隣接する曲線

片と滑らかに接続する、すなわち境界を構成する多様体Iiとらに垂直に達すると
いう境界条件を満たす10。そこで、時間 t。で2つの多様体I;とらを結ぶ曲線全体
の集合を Cとしよう。

3.3 衝突を含む経路上の作用

3体のうち 2体が任意の曲線を描き、残る 1体が無限遠に脱出する固定点の列をた
どるような経路の列砂りを考える。このとき、 x(n)上の作用 Aれは単調に減少す
る。極限 n→ooで、 x(n)は二体問題の配置に漸近し、その作用の値も二体問題の
それに漸近する。二体問題では、作用の最小値はケプラー楕円で実現される。この
ことは、次の定理による。

定理 (Gordon[7]) 
原点を取り除いた平面上、時間 Tで閉じる非可縮な閉曲線たちからなる関数

10Palaisの対称的臨界性の原理による。 4節参照のこと。
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空間約を考える。ケフラー作用

j芦二dt
2 11:r:11 

の Arにおける下限は周期 Tの任意のケプラー楕円によって実現され、 8Ar
における下限は周期 Tの1次元ケフラー運動（衝突放逐運動）によって実現さ
れる。どちらも、そのド限値は

2 2 1/:J 

A" evJ ,.,. 三 3(μ"/ r) 
である。ただし、 Jl= 111,, 四／（叫 +r四）， n= rri 1 m2である。

注目すべきことは、 衝突放逐軌道も作用を最小化するということである。よって

Acoll = A伍 lerとすればよし＼

3.4 テスト経路の設定

慣性モーメントが一定値 l。である配位の全体からなる多様体を S(Jo)とする。 I。で

パラメータ付けられた S(Io)たちの集合 S三{S (Io) I Io E IRサを考える。形状球
面も Sの要素であると見て良し、。ホテンシャル U=~i<Jm、;m'iI II CJ; -Qj IIをS(Io)
上に制限したものをu。と書こう。オイラー点且はすべて u。の臨界点、特に鞍点
になり、ポテンシャルの値も一致する。すなわち、

Uo(E;) = Uo(E), (i = 1, 2, 3). 

そして、 u。の等高線はすべての且において自分自身と交差する。その曲線、すな
わち S(Io)上の u。の等高線 :l.'。は、 8の字解の軌道とよく似ている。この曲線 x。
をテスト経路に設定する。相点は一定速度で経路 m。上を運動するものとする。こ

のようなテスト経路 X。の全体はCの部分集合をなし、 I。をパラメータとする。こ
の集合上で作用を最小化する経路を :Dtcstとすればよい。

3.5 作用の評価

Chenciner & :rviontgomery[3]は不等式(6)に必要十分な不等式 lo< rr /5を得た。た
だし、 l。は慣性モーメント lo=1のときのテスト経路の長さである。実際 l。は、
Simoの近似計算によれば、

7r 7r 
< l。<

5.082553924511 - -5.082553924509 

を満たす。以上によって、 8の字解の存在証明を完了した。

各作用の値は Simoの数値計算によって求められている。質量を全て 1とし、周
期を T= 2rr/12とすると、

ふ epfrr= (3/2)2/:{rr /2 =2.0583255 ... , 

Ates(= (225喘/32)L/3 =2.0359863 ... , 
A f igure8 = 2.0309938 ... . 

となる。
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3.6 Chenによる改良

Chcu[l]はGordonの定理に依らずに、 Aco11を解析的に評価し、

Acou = 2.87T113 

を得た。ただし、 Tは周期である。このためテスト経路に沿う作用を甘く評価で
きた。すなわち、等ポテンシャルテスト経路の代わりに大円の孤をテスト経路に採

用し、
A(:Ctcst) = 2.64T113 

を得た。彼の方法のメリットはテスト経路に沿う作用を数値積分せずに得られたこ

と、およびそのため不等式(G)の証明が簡略化されたことである。

4 N体舞踏解

一般に舞踏解を二つに分けることが出来る。単舞踏解(simplechoreography)は、一つ
の閉曲線上を全ての質点が等時問問隔で運動する周期解であり、多重舞踏解(multiple
choreography)は、複数の閉曲線上をそれぞれ2つ以上の質点が等時間間隔で運動す
る周期解である。なお、同形解の円運動の場合もまた、閉曲線上を質点が等時問問隔
で運動するという条件を満たすが、この場合は自明な舞踏解(trivialchoreography) 
と呼ばれる。

本節ではまず、 Chencinerたち [4]やSirn6[18,19]が発見した N体単舞踏解円こつ
いて紹介し、続いて Chen[2]が存在証明をした N体多重舞踏解を紹介する。

4.1 単舞踏解

Gervcrは、円軌道と 8の字軌道をリサージュ曲線として一般化することに気づき、
ただちに最初の4体舞踏解を発見した。その存在はコンピューター支援のもと証明
された [10]。Gcrverの解は一般化されて連鎖舞踏解(chainchoreography)と呼ばれ
る。連鎖舞踏解は、線形連鎖(linearchain)とも呼ばれる。その軌道は、円周をある
固定した対称軸のまわりに K回ねじって得られる閉曲線であり、 K個の2重点を持
ち、 k+l枚の葉を軸をつなげて並べたような図形である。その葉は泡(bubble)と
呼ばれる。泡がK個ある線形連鎖は、た連鎖(k-chain)と呼ばれる。 8の字は円周を
ある対称軸に関して 1回ねじって得られる曲線、と見なせば、 8の字解もこのクラス
に含めることができる。 8 の字解は 2—連鎖である。 Gerver の解は、 8 の字を同じ対
称軸に関してさらにもう 1回ねじって得られる、 2個の2重点を持つ閉曲線12上を 4
つの等質箪質点が常に平行四辺形を保ちながら運動するという解である"Gcrver解
は 3—連鎖である。連鎖舞踏解は、このような操作を経て得られる曲線上を N 質点が
運動する解である。
ある線形連鎖曲線とそれを描く質点の個数は 1対1対応ではない。たとえば、 8の

字曲線を描く解は3体の場合だけではない。 N'.S799なる N体問題で、 8の字解が
見つかっている。以下の定理が成立する。

定理 (Sim6[18])
N~3 のとき、 N 体線形連鎖の個数は 2N-3 + 2[(N-3)/2]である。

II軌道の図は [16,171で見つけることができる C

12超8の字 (supcrcight)と呼ぶこともあるらしし、＂
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線形連鎖以外にも数多くの舞踏解が見つかっている。その解曲線たちは、前述の「ね
じり」という操作のほか、「折り費み」という操作で生成される。たとえば、 8の字
の2業の大きさを偏らせて、小さい葉を大きい葉の中に折り冊むと、 NTTのカンパ
ニーロゴのような別の閉曲線が得られる。そのような曲線が実際に解として実現可

能か否かはMooreと同じように数値的緩和法で確認することが出来る。一般に（衛
星舞踏解や相対舞踏解を除いて） N体舞踏解の個数はNとともに指数関数的に増大
する。

次の条件を満たすポテンシャルを SF型ポテンシャルと呼ぶ。

強い力の条件 (StrongForce Condition) 
ポテンシャル U(r)は次の性質を満足する。

ある正数(、• と§ が存在して、 r<8 ならば U(r)~ 五
Moore[12]は、 SF型ホテンシャルでは、任意の閉曲線が解として実現可能である
ことを指摘した。実際、次の定理が証明された。

定理 ([4]の定理2.2)
SF 型ホテンシャルJ:lでは、任意の N~3 に対して N 体問題に 8 の字解が存在
する。

このようなSF型ポテンシャルの性質を使うことで、ニュートン型ポテンシャル下で
の舞踏解の探索が効率的になった。つまり、 SF型ポテンシャル下で得られた周期解
を、少しずつポテンシャルを変化させながら延長していくのである。多くの周期解

はその過程で消滅したが、それでもニュートン型ポテンシャル下で生き残った舞踏

解は少なくなかった。

4.2 多重舞踏解

Chenは、全質址が1であるような N体問題で可算無限個の単舞踏解と多重舞踏解
の構成法を示し、 4体問題と 6体問題で実際にその存在を証明した。その証明にお
ける基本戦略も直接法である C なお、同じ論法で非可算無限個の準周期解の構成法

も示したのは興味深い。

彼の示した舞踏解の軌道をここに図示しないのは筆者の怠慢でありご容赦願いた

い。代わりに昔懐かしい話から連想していただきたい。商品名は知らないが、祭り

の夜店で見かけた玩具である。それはプラスチックの四角い板といくつかの歯車の
セットで、板にはいくつかの大きな穴があいており、穴の縁はギザギザになってい

る。歯車の径は穴の径より小さいが、その歯は穴のギザギザとかみ合うようになっ
ている。そしてその歯車には小さな穴がいくつか開いているのである。紙の上に板

を置き、歯車の縁を穴の絲に合わせて置く。歯車の小さな穴にボールペンの芯を差

し込み、歯車を縁に沿って転がすと、美しい曲線が表れてくる。別の小さな穴で同

じことを行うと、別の曲線を描くことが出来る。単純で不思議な玩具であった。
その玩具で描かれる曲線を連想していただきたい。そこに描かれる曲線はある角

の回転に関して不変である。この不変性を用いると、考察すべき関数空問をかなり

小さくすることができる。閉曲線の一部だけを取り出してきて考えるのである。そ
の中で、作用の最小化曲線を見いだせば、それは元々の広い空問でも作用を最小に
する。その理論的根拠は次の原理である。

13なお、ニュートン型ホテンシャルの場合は未解決Ill!題である。
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対称的臨界性原理 (Palais[14])
関数空問 H上の汎関数 Aが直交変換群 Gに関して不変であるとする。この
とき、 Gで不変な Hの部分空間上に制限された Aの臨界点はH上の Aの

臨界点でもある。

関数空間Hとは経路の集合と思って頂きたい。ただし、論文[2]では、角 21r/d (d~1) 
の回転と時間 Tの前進が相殺するような経路の集合に限定している。 dが有理数な
らその曲線は閉曲線となり周期解に対応し、無理数なら閉曲線とならず準周期解に
対応する。また直交変換として、回転変換だけでなく時問反転・質点の交換等の組

合せも想定する。
また、次の定理は、衝突を排除する上で重要な役割を果たす。

定理 (Ivlarchal[l1]) 
両端を正のある 2点に固定した曲線たちのなす関数空間上の作用

A = l'K (:i:) + U (x・）dt 
を考える。ただし、 K とUはそれぞれ運動エネルギーとニュートン型ポテン
シャルである。このとき、 Aを最小化する曲線は (ti,t2)で無衝突である。

この定理では、時間区間の両端で衝突を経験することを否定していない。従って、

両端で衝突を経験する経路の集合に対して作用の下限を求めれば十分である。

衝突を含む経路に沿った作用の評価のために開発された二体分解法(binarydecom-
position)を紹介しよう。 N体系を考えるにあたって、相互作用の組に注目する。あ
る質点に注目すると、相互作用の相手はN-l個ある。そこで、この質点を質菌
1/(N -1)の質点が N-l個集まって出来たものと見なす。すると、この N体系
は等質量 1/(N-1)の連星 N(N-1)/2組の集合と見なせる。従って、作用はケプ
ラー作用の和として表せることになる。 Gordonの定理によれば、経路が衝突を含ん
でいてもケプラー作用はケプラー楕円で最小になる。

テスト経路の設定にあたっては、経路を極表示し動径と偏角をフーリエ級数で表
現した。とはいえ4体問題では、動経を定数＋コサイン 1項、偏角を時間の 1次関
数十サイン 1項、 6体問題では、動経を定数十コサイン 3項、偏角を時間の 1次関
数十サイン 2項という単純な表現である。ただし、その経路が前述の直交変換群に
対して不変になるように工夫はしてある。要は、そのテスト経路に沿って作用を計
算したとき、衝突を含む場合の作用より小さな値をとればよいのである。以上の経

路によって、 4 体問題でも 6 体問題でも d~3.55 で十分な不等式が示された。
これは、可算無限個の2重舞踏解の存在と非可算無限個の準周期解の存在を意味
する。
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New Periodic Solutions of the 2n-body Problem 

Ivlitsuru Shibayama 

1 Main theorem 

Consider 2n-body problem with equal ma.5ses in the plane: 

ふ＝一E 凰X;- Xj 2 

j-::fi 
lxi -X附

X1, ・・・立2nER  = C (I) 

Main Theorem. For any T > 0 and each n = 3, 4, 5, there is a T-periodic solu-
tion x1, ・ ・ ・, x2u of the 2n-body problem(1) that satisfies the foll~ 竺ingproperties: 
There is a smooth closed curve a1 : [O, T]→ C such that let T =~'a2(t) = 
exp (月）叫—t), then 

X1 (t) = a1 (t), x2(t) = a1 (t + T) , ・ ・ ・, Xn(t) = a1 (t + (n -1) T) 
Xn+1(t) = a2(t), Xn+2(t) = a2 (t + T), ・・・ ，．℃ 2n(t) = a2 (t + (n -1) T). 

Further curve a1 is invariant under the action of the dihedral group Dn, its angular 
momentum is always positive (i.e. a1 I¥ o1 > 0). 

example 1.1. The case of n=3(6body) 
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example 1.2. The c邸 eof n=4(8body). 
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example 1.3. The case of n=5(10body) 

t=O f= 20 1囀 t= 10 T t= : 2i'/0 會_、 ヽ ＼＼ 
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~ t 
,/' 、． t ..... t 

I I 
＼＼ ,I / 

I I I I 

t __. t ,.,,. t ...... 、~ •• 、_ 、～• ・・

2 Proof 

2.1 Symmetry 

We will discuss the c邸 eof general n. Give 2n-bocly problem the following restriction: 

:1:2 = w:r1・ ；団=WX2, ・ ・ ・, X11 = W:Z:n-1 

:1;11.+2 = W:D11+l, :I:11+3 = WXn+2, ・ ・ ・, X2n = W:.C2u-l 
(2) 

where w = exp(舟）， whichmeans that 1:1, ... , x,, and x11+1, ...、
X2n always form vertices of regular n-gon. Under the restriction of (2), let q1 = 

X1, Q2 = x11+ 1, then the equation(1) become 

au-aqlau
一畑

＝

＝

 

"ql

ふ
i|
 

(3) 

where 

U(q,, ゅ）= a,.』（白+~)+苫伽―l辺'121

(a,. =~ 苫Isi,:';11) 
Conversely if for the solution of the new equatiou{3) we define :i:1, ... , :r:2n by the 

symmetry (2) and q1 = :r會1・q2= :i:n+I, then it become:-; the solution of 2n-body 

problem (1). 

Let Lagrangian be 

1 
L (q1, <J2, 91, (h) = -I((qi, <h) + U (<J1, Q2) 

2 

(l(((ii,<h) := l<i1l2 + l<hl2)・ 

Then the equation (3) is equivalent with the variational problem about the following 

action integral. 

A: {q: [O, T]→即｝ー R
T 

q~J L(q,q)dt 

゜

(4) 
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2.2 Quotient space and variational problem there 

We consider the action of S1 to C2. Define the action by 

z・(q1, q2) = (zq1, zq2), z E S1, (q1, ゅ） E C2. 

Consider the quotient space C勺S1by the action. The following map realize the 
projection to C勺s1.

7f: c2 ー R3~C2/ S1(homeo., clitfeo. except (q1, q2) = (0, 0)) 

(q1, Q2)←→ (Ut ,1l2氾3):= (lq112 -lq姐 2況 (q而）， 2~(q而））

The potential energy U is well-defined on R 3~C2 / S1. In fact 

U (u1湿2阪）=V2a,.(~+~) 

1 
+ L 
j=l /llull -U2 COS (午）―四sin(苧）

(u1, u2見3)E R3 

In other hand, we decompose the kinetic energy to the sum of two components: 

I< (q, q) = I<recl (q, q) + I<rot (q, q) (q, q) E TC2 

Iくかd(q, q) := llqll -
. 2 (q /¥ 4)2 . 2 

I<rot (q, q) := 
(q/¥q) 

llqll2'llqll2 

where q /¥ q =~(q1厄 +q2石） (i.e. total angular momentum). /(1.ed is well-defined 
on the quotient space. In fact 

J(,.cd (u, u) 
llnll2 
=―  
4llull 

(u, u) E TR3. 

In other hand, if angular momentum is 0, then I<,.0t is also 0. 

2.3 Construction of the solution 

In the quotient space the subsets which mean collisions are 

A士：＝｛（士s,0,0)Is ER叫

B2; := { (0, s cos (ぞ），ssin(午））lsER;,o}(j= l, ... ,n) 
A士 representsuch collisions that a regular n-gon collapses into a origin. B2i 
represent such collisions that two regular n-gons are one on the top of the other. 
And 

B勾一I:={ (o,scos c2j~l),r),ssin c2j~、 1)")) I s E R2:o} (j = 1, ... , n) 
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mean that all articles form vertices of regular 2n-gon. The planes 

c勾:=〈(I,0, 0), (o, cos (予），sin(予））〉 (j= I , ,, , , 2n) 
mean that two regular n-gon are positive scalar times each other. Let 

J¥ = { u: [O. T]→ R3lu (0) E B1亀u(T) E Co}, 

u* (o)上B,, u* (f) ...L.Co・

(5) 

then we ca11 apply theory of variation(direct method) to see the existe11ce of mini-
mizer on A. Take the minimizer on A. i.e. it is u* E A = A satisfies infuEA A(u) = 
A(u*). 
Then by the first variatio11al formula, we can get 

(6) 

Therefore the curve u* can he exteudcd in any length. Co11sequencely we can get 
closed curve which rewrite u,.. It must be curve to which 1r project a solution of 
equation(3). 

2.4 The behavior of the solution 

Using the symmetry and l{,.01三： 0, we can prove the following properties. 

Proposition 2.1. Let 

1r({J1 i Q2) = u*, 

then 

I-C・ot (q 1 , q2 , <h , <h)三 0,

q, (t -1-4'f) = exp戸）州/.),
q2 (t -1-4T) = exp (~'. デ）ゅ(l),
q1(t) =exp(-~)姐—t)

n 

q1 I¥ <ii > 0'q2 /¥ (}2 < 0 

‘
,
'
ー
'
‘
,

l

)

、,＇,’

7

8

9

0

 

(

（

（

l
 
、ー、

2.5 The exclusion of the collision 

To prove that the minimizer is collision-free, it is enough to show that there exists 

au匝 tE A such that 
A(u1cst) < A(ucol), 

for any collision curve u、:olE A. Because if it is found, then by 

A(u*) :::; A(u,.,.s1.) < A(uco1), 

u* must not have collision. ¥Ve estimate A(uc01) mathematically. And we use a 
numerical solution as uいtand compute A(Utest) by computer assisted proof. The 
result is the following. Let T = l 

11111 < A (Ucol) 
11, < A(uい,.)< S11 
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n I,, S11 Aln 
3 3.2551 3.2556 3.46184 
4 3.5938 3.5946 3.68317 

5 3.8345 3.8355 3.84426 

口

3 Extensions 

The proof of the following conjectures is done once possibility of collision is excluded. 

3.1 General 2n-body 

example 3.1. The case of n = 6, 7, .. ,, 10, ... , 50(12, 14, ... , 20,.,., lOObody) 

20 body orbit 10 body orbit 12 body orbit 

← .'¥  -... --
ヽ
！ I 

~ ‘‘ 
I l i¥ Ji ,.,,. 
＼ヽ 、、....．、一........ 

1-— 
／
／
 

ヽ

r'”
‘
¥
 

¥
 ．．
 

tl' 

＼
 

I
、
[
 

，， 
-.. ヽ ,/ 

~ ;-

100 body orbit 

3.2 The other boundary condition 

Taking the other Ci instead of C0, 

example 3.2. The case of n=4(8body) 

t=O T
-
8
 
＝
 

t
 

T
-
4
 -l
 t
 

t= :ff 
8 

喜 喜喜喜
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t=O T-20 ＝
 

t
 

t= T 10 
廷
20――

 t
 

信 ◎
 example 3.3. The case of n=5(10body) 

example 3.4. The case of n=6(12body) 

t=O T-12 ＝
 

t
 

。゚
example 3.5. The case of n=6(12body) 
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3.3 2n + 1-body 

We put another particle with any mass on the center of the previous orbit, so we 
can get odd body orbits. 

3.4 The case of non-equal masses 

x1, ... , x11 have mass 1. Xn+i, ... , x211 have mass m(m~0). It was thought that 
there exsit similar orbits. They probably convergent the trivial circular motion for 
n body as m→ O 
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Classical Coulomb Three-Body Problem: 

One Dimensional and Two Dimensional 

ABSTRACT 

rvlitsusada 1vl. SANO 

sanocphys.h.kyoto-u.ac.jp 

Graduate School of Human and Environmental Studies, 
Kyoto Univcr.o;ity, 

Sakyo, F<yoto 606-8501 .JAPAN 

l¥!IcGchee's blow up technique ii-; applied to classical Coulomb three-body problem. 
The dynamics of a series of atom and ions, i.e., H-, He, Li丸 Be2+,. . . are ex-
aminccl. First the two dimensional case with infinite nucleus mass is considered 
(i.e., Born-Oppenheimer approximation). A set of regularized equations of motion 
is derived and the triple collision manifold(TClVI) is constructed. Compared with 
the ca.'-ie of celestial mechanics, the TCivI for the Coulomb system differs from that 
for celestial mechanic:.,. In the collinear configuration, both TClVIH are topologically 
equivalent. But in the ii-;oi-;celes configuration, they arc different drastically. This 
difference is due to the repulsive interaction between electrons. Second the collinear 
eZe configuration with finite masses is considered.'i¥'ith the analytical result and 
the numerical computaticrn, it is elucidated that the dynamics on the TC:rv1 (E = 0 
or r = /112 = 0) determines t.he dynamics for E < 0 (negative total energy), where 
/ is the moment of inertia. In particular, it is shown that for sufficiently large mass 
ratio~= m11/1nc, the dynamics in the collinear eZe configuration is hyperbolic. m,11 
and 1nc are the mass of nucleus and the mass of electron, respectively. This situation 
holds for H-, He, Li+, Bc2+ •.... Thus, it implies that the dynamics of these atom 
and ions in the collinear cZe configuration is hyperbolic. 

1 Two dimensional case with infinite nucleus mass 

The system consists of two electrons(negatively charged, charge 1) and one nu-
cleus(positively charged, charge Z). vVe assume that the nucleus has infinite mass. 
The Hamiltonian in a dimensionless form in the hypcrspherical coordinates with 
zero total angular momentum is given by 

H=~ 忙＋〗尻＋，・ニニ｝

-H C08; 枠）十 sin;½0) —Z(I -sin(;) cos(a))1/2} 

1 
= T+  ;V(O,n), (1.1) 

where 
I 1 1 

V(O, n) =一
C08 (½0) —:-;in (抄）十 Z(l-:-;in(0) cos(n))1/2・ 

(1.2) 
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where r1 = r cos(½0) (or乃=r sin(約） represents the distances between nucleus 
2 I 

and electron l(or 2). r = (rr + r2)ぅisthe hyperradius. 0 = arctan(r2/r1) is the 
hyperangle which is valued as O ::; 0 ::; 1r. n is the angle between the vector from 
the nucleus to the electron 1 and the vector from the nucleus to the electron 2. We 
employ the scaling transformation 

u = r112P1・, x = rーt/2p9,w = r-1/2Pa, 

v = sin(0)x, 

and employ the time transformation. 

(1.3) 

and the time transformation dT = r-312dt (i.e., the :tvlcGehee's blow-up transformation)[3]. 
In order to regularize binary collisions between nucleus and electron, we set 

(1.4) 

dr 

dt' 
-= sin(B). 

The energy relation finally becomes 

sin2(0)u2 + 4v2 + 4w2 + 2 sin2(0)V(0, a) -2 sin2(0)rE = 0. (1.6) 

(1.5) 

Th . f . e equations o mot10n are given by 

dr 

dt' 
-= sin(0)ru, 

d0 
-=4v, 
dt' 
da 4w 
-=―  
dt'sin(0)' 

du l 2 
cit' 
-= -sin(0) (—u + V(O,a) -2rE , 

2 

畠＝ーsin(0)cos(0)(u2 + 2V(0,a) -~rE) 

1 a 
--sin(0)uv 
2 

-siii2(0)-V(0, a), 
80 

dw l a 
dt' 
- = --sin(0)uw -sin(0)-V(0, a). 
2 8a 

、
`
l
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／
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l
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（

（

 

For the detail of the derivation, see [5]. The triple collision manifold {TCJVI) is 
obtained by setting r = 0 and/or E = 0 in Eq.(1.6). 

sin2(0)u2 + 4v2 + 4w2 + 2 sin2{0)V(0, a) = 0. (1.13) 
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The flow on the TCl'vl is given hy 

d0 
- =4v, 
dt' 
do- 4w 
- =-—--.. 
dt'sin(0)' 

du 1 
而＝一sin(O)(戸+V(0,a)),
dv 

cit' 
- = -sin(0) cos(0)('u2 + 2V(0, a)) 

1 a 
--sin(0)uv -sm 
2 

2(0)-
細
V(0, a), 

d1t、, 1 a 
cit' 
- = --;-sin(0)uw -sin(0)―V(0, a). 
2 Do-

The total flow Eq.(1.7-1.12) ha8 only two equilibrium points. 

(r, 0, o:, u, v, w) = (0. i・ii, u」(+):o,o)and (o,;,7i,ll(-),o,o). 

、
ー
、
‘
,
＇
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1

1

 

••• l

l

1
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．

 

ー

1

(
‘
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,
`
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(1.19) 

where'liC士）＝土v2v(;,) - -1r . This is very different from the case of celestial me-
chanics. If we restrict the system to the collinear eZe configuration (i.e., a = 1r). 
the corresponding TCM is topologically equivalent to sphere with four holes. 

sin2(0厨+4・112 + 2 :;it召(0)V(0,n = rr) = o. (1.20) 

This is identical to one obtai11ed by Bai, Gu and Yuan[l]. It is topologically equiv-
alent to the wlcGehec's result iu celestial mechanics [3]. However, if we restrict 

the system to the isosceles configuration (i.e., 0 =~) 1, the corresponding TCivI is 
topologically equivalent to sphere. 

7r 
沿+4記+2V(0 =-,a)= 0. 

2 
(1.21) 

This is very different from the isosceles case of celestial mechanics investigated by 

Devaney[2]. This difference comes from the repulsive interaction between electrons. 
This is essential difference between celestial system and Coulomb system. 
Our analysis is based on the assumption that the nucleus h邸 infinitemass. Thus, 

we can not immediately conclude about the existence of non-collisional singularities 
in Coulomb system. However、Xia'sexample of non-collisional singularity in celestial 
mechanics is found by examine the TCJ¥I for the isosceles configuration. Therefore, 

if for the system with finite 1nasses, the TCJvI for the isosceles case in Coulomb 

system topologically differs from that of the isosceles case in the celestial mechanics, 
it can be expected that Xia's t_vpc of non-collisional singularities does not exist for 
Coulomb system. 

2 0 ne dimensional case with finite masses 

We consider the system which consists of two electrons and one nucleus with charge 

Z. vVe set that the mass of electron is 1 and the mass of nucleus is~- Assume that 

1 In atomic physics, this configuratiou is called the Wannier ridge configuration. 
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three particles are on a line with the order eZe, namely electron-nucleus-electron(l-
2-3). After certain scaling which is typical for Coulomb system, the Hamiltonian is 
given by 

2 2 2 P1 胚 p3 1 1 1 
H= —+—+-- ＋ 
2 2~2 lq1 -Q2I lq3 -Q2I Zlq3 -qil. 

(2.1) 

We employ l¥!IcGehee's original transformation to this Hamiltonian system. For the 
detail of the derivation, see [3] and [4]. Fixing the total momentum and the center 
of ma.-,s, six variables are mapped to four variables, namley (q⑰ 2, qふPi,P2, P:J)~ 
(r, s, v, w). r is the square root of the moment of inertia I = qげ如+q3,i.e., the size 
of the configuration of three particle. The variable s parametrizes the configuration 
of three particles. sis valued ass E [-1, l]. Whens=ーl(or1), the particle l(or 3) 
collides with the particle 2, respectively. v and w are the functions of momenta p1, 
p2, and p3. After lVIcGehee's transformation, we have the following energy relation. 

(1-s叩
1-s2 -研= (v2 -2rE). 

lV(s) 
(2.2) 

The equations of motion become 

dr ,.¥(1 -sり
-=  
む W(s)t/2

rv, 

dv 入 1-s2 
石=2W(.s)'f2 [1―W(s) (v2 -4rE)l , 

ds 
-=w, 
dr 
dw 2s(l -sり 1W'(s) 
- = -s+ (v2-4rE) +--
dr l¥(s) 2 W(s) 

(1 -s2一‘研）

入(1-sり
2W(s)1/2 
vw. 

The TCl¥1 is obtained by setting r = 0 and/ or E = 0. 

研+s2 + (1 -s叩lV(s)-1炉=1, 

where 

(2.3) 

(2.4) 

(2.5) 

(2.6) 

{2.7) 

（
（
 

＝

＝

 

a

b

 

W(s) = 2(1-sりsin(2入）［
1 

+ 1 
(a3 -a2) sin(入(1-s)) 

1 

Z{(bi -b,)sin(入(1+ s)) + (a3 -a2) sin(入(1-s))}] 
, (2.8) 

1 
cos(2入）＝―’

~+1 
(2.9) 

1 1 

工応万’―工亭百頁這叫
1+~1 

工芦百,~ 万’三）．

(2.10) 

(2.11) 
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(2.12) 

(2.13) 

(2.14) 

For E < 0, the orbits run 011 and/or inside the TClVI. For E > 0, the orbits run 
on and/or outside the TC~I. For E = 0, the orbits run just on the TC1L The 
total flow has two equilibrium points. The result of the stability analysis of these 
two equilibrium points iH summarized in Fig.1 (b). One unstable manifold and one 
stable manifold of two equilibrium points are just 011 the TCl¥l. These wind around 
the TC!vl. We a.re interested in the E-dependcnce of the dynamics of this system. 
The following thing is an important property: When (→ 0, the flow on the 
TCM winds around the body of the TCM infinitely often. 
For actual atomic system, f, is large, namely the oppm;itc limit of the above prop-
erty. We numerically calcnla.tc one branch of the unstable manifold 011 the TClvI(v,le 
call wus,n,(1>(c)) of the equilibrium point c. Numerical calculation shows that larger 
E, less often wusm,(l)(c) winds around the body of the TCl¥tI. The winding number 
of wusm,(1){c) around the body of the TC?vl (we call thh; lV(Wwim,(l) (c))) is actually 

almost saturated for relatively small E, i.e., E,...., 0(10) for Z = l, 2, 3, 4, 5. 
Next let us elucidate the geometrical structure of the triple collision orbits. By 
labeling binary collision:,;, we can com;truct a symbolic dynamics for our system. 
Using the method of [7, 8], we can specify the position of the triple collision orbits 
on the Poincarc section. For irn;tancc, the Poincare section is taken at s = 0 plane 
in (s, v, w)-coordinates. For the system with~= 1 and Z = l (this corresponds to 
positronimn negative ion), there are two tori on the Poincare sections= 0 which are 
connected inside of the TCJvI. These tori probably correspond to the Sclmbart orbits 
in celestial problem[6). Triple collision orbits form curves on the Poincare section. 
vVe call these curves the triple collision curves. Triple collision orbits experience 
triple collisions in past and/or in future. The triple collision curves which experience 
triple collision in future (CTc) a11d the triple collision curves which experience tripl~ 
collision in past (C}c) cross each other on the Poincare section except near the ton. 
The triple collision curves are accumulated at ten points in the Poincare section. 
The I . accumu at1011 pomt.s are 111st on the TCfvI, i.e., 記+lV(o)-1茫=1. These 
accumulation points are just 011 the stable and unstable manifolds of two equilibrium 
points c and d on the TCrvI. It is numerically confirmed that the unstable manifolds 
on the Poincar'e section are near parallel to Crc and the stable manifolds on the 
Poincarc section a.re near parallel to C加;•. Thus the crossings between Crc and C蛉
implies hyperbolicity for the Poincare map. Thus near the tori, the crossing of them 
is avoided. The tori are the defects in the web structure of CTc and C蛉.In Fig.2, 
the triple collision curves are depicted for (Z, 0 = (1, 1). 
In Fig.3(a), we depict the triple collision curves for (Z,~) = (1, 7). The triple 
collision curves transvcri-;ely cross each other. In Fig.3(b), W11・"m,(1)(c) ii-; depicted 
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Fig. 1-T.t・iple collision manifold: (a)Triple collision manifold. There are two equilibrium 
points c and d. (b) Stable and unstable manifolds of the equilibrium points c and d. 
[Reprinted with permission from M.M.Sano, Journal of Physics A: Mathematical and 
General Vol. 37 (2004), p. 803, "The classical Coulomb three-body problem in the collinear 
eZe configuration", Copyright @{2004) IOP Publishing Ltd.] 
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Fig. 2- Triple collision curves 011 the Poi11car・e Sl'ction: (Z. ~) = (I.I). [R<1pri11ted with 
permission from r.1.:¥1.Sano . ./011nwl of Physic8 A: Malhcma/,icul cllld Ge11cm/ Vol. 37 

(200,1), p. 803, "The rlnssic.-1! Co11lomlJしlirce-liodyproble111 i11 the collinear eZe config11-

叫 ioti",Copyright◎ (200,1) !OP Publishi11g L叫

togeしlierwith the triple collisio11 cmvc's on the Poincan''section for (Z, f.) = (l, 7). 
1L is dearly seen that Lite 11u111bcr of tliC'acculllulatio11 points is six and tl1c accu11n1-

laLio11 points arc the crossing points o「W"""t.{l)(c)11・i1h s = o. 
For Lhe system witl1 largt'f., for insLancc lie, Crc rl.ll(I C!,.c cross t」・a,1s versal ly. 

There is 110 defect. i.e. no torus. 111 this case. the acc11mulc1しionpoi11ts are six. 

For Heliu111. these ac・c:11m11lalion poi11ts are also just 011 the stable and um; しnlilc

111a11ifolds or two cq11ilibri11111 points r・and d 011 the TCM. The winding nnnil>cr 

W(W"sm.(1l(c)) aro11ncl the、hod.vof the TC:-1! is clccreasecl con1parecl wiしhthe CHSe 

of (= 1 a11d Z = l. Thcrcl'on'. thc 11・i11ding 1111111bcr ¥¥l(W"・'"'・(l)(c)) 111onitors Lhc 

dynamics in渾idetlw TCl'-l(i.e .. C < 0), especially tlte existence of Lori. 

¥¥'c sun1111arizc Lit<'results from 11し11m'ricali m・cstignt io11. 

Conjecture 1: There exists the threshold value (c(Z) such that for (> 
(c(Z), the system is hyperbolic. 

This i111plic!:l that. tile classicnl dymu11ics or l-l―、Hc,Li,,13e2+ , ... in the collinear ()ZC 

configuration is hyperbolic. 

Conjecture 2: At ~ = f.,.(Z), the stable manifold on the TCM of the 
equilibrium point c degenerates the unstable manifold on the TCM of 

the equilibrium point d. At ~ = f.,.(Z), the unstable manifold on the TCM 
of the equilibrium point c・ degenerates the stable manifold on the TCM 

of the equilibrium point d. Thus, at E. =~c(Z) , they totally degenerate 
(heterochmc connection). 
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Pig. 3- Tヤiplccollision curves nnd 11nstable 111anifold of'the critical poi11L c: (a)1'riplc 
collision curves 011しhePoi11rnr'c section: (Z, E) = (1, 7) (b) one bra11ch of the unstable 
rnnnifold of the critical poinl c and triple colli:;ion curves. [Reprinted wiしhpermission 

from~LM.Sano, .Journal of Physics A: M叫hemal-icaland Gene.ml Vol. 37 (2004), p. 803, 
"The cla.-;sical Coulombしhrce-boclyproblem i11しhecollinear eZc co11figuration", Copyright 

@(200,1) IOP Publishing L叫
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The detail in this section is found in [4] and [5]. 
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ABSTRACT 

In this paper, we deal with the system of gravitational Newtonian three bodies on 
a line. We introduce symbol sequences representing the collisional history of orbits 
and study the change of the Poincare section due to the change of masses of the 
system. 

1 Introduction 

A three-body system consists of three particles that attract each other according 
to the Newton law. The motion of the three-body system is generally chaotic and 
unstable in the sense that its behavior has sensitive dependence on initial conditions. 
This chaotic property is considered to come from violent phenomena related to triple 
collision. In order to systematically study the chaotic property, one usually takes 
systems with special symmetry with zero angular momentum. The rectilinear three-
body system, where three particles move on a line, is one of such symmetric systems. 
This system with two degrees of freedom is the target of the present study. 
Foa a fixed value of energy, the phase space of the system is a three-dimensional 
hyper-surface. So, if we take an appropriate two-dimensional surface, most of the 
solution curves cross this surface. The choice of this Poincare surface of section is 
described in [1]. The structure on the section has been studied using the Poincare 
map([4]; hereafter Hl¥111993). Accoding to Hl¥111993, the Poincare section is divided 
into three basic regions. First, there exists the Schubart region which is the stable 
region for the periodic orbit called the Schubart orbit. The Schubart region is 
surrounded by the chaotic scattering region where the interplay time is so sensitive 
to the initial values that H!¥111993 could not see any structure in this region. Further 
outside, there exists the fast escaping region where the system disintegrates into a 
binary and a single particle after several binary collisions. This region consists of 
scallop-like sub-regions. The number of sub-regions increases with the decrease of 
the mass of the central particle (HM1993). 
Tanikawa and l¥tiikkola([5]; hereafter TivI2000a) studied the structure of the Poincare 
section for the equal mass ca."ie using symbol sequences which record the collisional 
history of orbits. In fact, TNl2000a used the Poincare section as the initial condi-
tion surface and associated with each point of the surface its future history including 

1saitoh1ns@cc.nao.ac.jp 
2tanikawa@exodus.mtk.nao.ac.jp 
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the final motion. Then, Tlvf 2000a succeeded in showing that the chaotic scattering 
region is filled with points whose orbits end up with triple collision and that these 
points form well stratified curves. The Tl'v12000a's fine structure of the Poincare sec-
tion for the equal mass case shows that (1) stratified triple collision curves make a 
sector together with the sub-region of the chaotic scattering region below the strata; 
(2) four sectors surround the Schubart region. The number of the sectors seems to 
increase together with the number of the sub-regions of the fast escaping region[5] 
as the mass of the central particle decreases. 
The purpose of the prese11t report is to confirm this conjecture and to describe 
the change of features of the :-;urface of section. 

2 Method 

We introduce the equations of motion, the Poincare section, and parameters de-
scribing masses of the particles (MH1989). Then, we introduce symbol sequences 
recording the collisional history of orbits (TIV12000a). 
Let (m,1, m0, m2) denote the masses of the three particles from the left on the line. 
Let (q1, q2) be the mutual distances 可戸 and~' and (p1,JJ2) the conjugate 
momenta to (q⑭ 2). The Hamiltonian H is written邸

H=l<-U. (2.1) 

I<=~(上二）戸（上二）灼ーエ
2 m1 m、。 2m。m2 叫

U= 
m 1 m O・m.0 m,2 rn I m2 
＋＋  

(J1 ゅ Q1+ q2 

where /(is the kinetic cnerg~·and U is the force function. 
In this paper, we consider the c邸 ethat total energy E is negative and set E = -1. 
We here adopt variables used in MH1989. For the convenience of the readers, we 
repeat the formulation. Let us consider the canonical transformation (q;, Pi)→ 
(Qi,~), the time transformation t→ t', and the function r which are defined in the 
following: 

<J; = Q;, Pi= 2piQi (i = 1, 2) 

dt = (]1 (J2dt' 

r = q1ゅ(H-E). 

(2.2) 

(2.3) 

(2.4) 

Under these transformations, the equations of motion are transformed into the 
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l canonical equations with the Hamiltonian r and inc ependent variable t', that is, 

dQ1 ar 1 1 1 1 ー＝—= -(— +-)PiQ各—―P心Q2dt'8P1 4 r,i1 rn。 4m,o

声竺=!(上＋上） P2Q~ ー上P,Q1Q2
dt'8P2 4 rri。m、2 4m。

誓＝—鳳＝ーH土+¾)吋Qげ亡訊Qけ
Q心

2m岬心 +2m1叫 +2Q鵡E
(Qr+ Q§)2 

dP2 ar 1 1 1 1 而＝一瓦＝一4(ご元）靡+~腿 Qげ
QfQ2 

2m。叫Q叶 2m1匹 +2QiQ辺. (2.5) 
(Qr+ Q§)2 

The transformed equations (2.5) show that binary collision (Q1 = 0, Q2 # 0 or 
Q2 = 0, Q1 # 0) is regularised, whereas triple collision (Q1 = Q2 = 0) is still 
singular. The solution for (2.5) is continued beyond binary collision. A binary 
collision is interpreted as an elastic bounces in the physical coordinates. 
The equations of motion allow a i,olution q1(t) = Aq2(t) for all t where A is 
a constant depending on masses. This is called the homothetic solution[9]. The 
intersection of the energy hyper-surface H(q, p) = E and the hyper-surface q1 = Aq2 
is a two-dimensional surface. We take this surface as the Poincare section TI. In the 
following, we introduce coordinates (0, R) on TI. The variable R is defined by 

1 
R=2伽+Q2) lq1 =Aq2・ (2.6) 

If R is given, the value of I< is determined via U(qぃq2):K = E+U (q1 = 2AR/(1+ 
A), Q2 = 2R/(1 + A)). For this value of I<, the parameter 0 determines the ratio of 
Q1 to位

where 

A=  

絃cos0=~iJi-vB-Kr暉
点 sin0 = r2ぷ(J1-Tiぷ位

叫(rno+匹）四(mo+叫）
21vf 

B=  
2A1 

2r 2 4AB-c2 
r1 ='乃='K,= 
T + l T + 1 4(Ar1 2 + Bが+Cr1r2)・ 

(2.7) 

(2.8) 

We assume the total mass of the particles to be unity without loss of generality 
and introduce parameters (a, b) to represent the ma.ss of the particles: 

1n1 = 1 -a -b, m0 = 1 + 2a, m2 = 1 -a + b, 

-0.5~a~1.5, 0~b ::S 1. 

Here, we set m2~m1, which corresponds to b~0. 
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There are three types of叫 lisio11i11 om s.1・stc111: left-c·c•11trc (q, = 0. (J'2 ,f 0). cent re-
right (C/2 = 0, q1 i-0)、andtriple (q1 = 0 = 112 = 0) collisions. Let 11s clc11otc thC'sc 
collisio11s by sylllbols'l'. •2·, ,tncl'()', respcctivcl,v. A11 orbiL of Lhc ex lc•11clccl ccp1atio11 
(2.5) repeats binary collisions. These collisions ('an br recorded as Lhe srcp1cncc of 
the syn,hols. We study tlw c•voluLio11 of orbits using the symbol scq11c11ces instead of 
orbit itsrlf'. In our prclimi11ar.v rrscarch[32]. 11・0 introcl11ccd cyli11dcrs (sets of symbol 
sequences with given words whcrr r1 word is a finite scqucncr of symbols) Sc,J c111d 
Sが

s,. ・J三{{ (2 I)'(2)1・.. jし20, .i 2 .I} 「orc: = 2i + 1 
{(21)'(l)」・・・Ii2 I. j 2 I} for c = 2i (2.10) 

S,. =U,; く00S,・.. 1・(2.J I) 

The Schubart、regionis composed of Lhc points whose symbol scq11c11ccs belong to 

S00, whereas s11b-rcgio11s of tbC'fasしcscnpi11gregion孔reS1.00, S2.00, ・ ・ ・. ¥i¥Tc call 
the suffices of S'c.oo a11d S,. ,・c,gion nwnbers. and ll'ritc t hl'sc numbers i11 tlw Poincarr 
section Lo clcnoLc the corrcspondinμ; regions. 

Om rescarcl, for the Poi11nu6 sedio11 is based on nu111licrical i11tcgratio11 of'orbits. 
The orbit integrations arc C'arrird 011t for 

(0. R) = (180°x - . !?111、¥Xx _:__) ¥¥・here i = 0, ・ ・ ・, 539. j = I.・・・. :mo. 
5,10 :JOO . 

The equation (2.5) is i11Lcgn1ted IJy DI FSY l routine ¥,・ltic:lt i111plc111c11ts 13ulirsd1-Ston 
mcthocl[l l]. The intcgrntio11s arc st,oppcd at the G4th digit of syn1bol seq11<'11ccs. 

Figure 1 - The partiliou of I hr Poi11earc Srctiou 
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3 Numerical results and description of the change 

In this section, we show the process that the structure of the Poincare section II 
changes as the mass parameter changes. Before we follow the process, we illustrate 
the typical structure of II using Fig. I where the horizontal and vertical axes cor-
respond to 0°::; 0 ::; 180°and O ::; R ::; Rmax. Comparison of panels of Fig. 1 
shows that the Poincare section is divided into similar regions for different masses. 
The central green region is the Schubart region. Its symbol sequences match Soo. 
Numbers in the figures represent the suffices of Sc, Then, the distribution of these 
numbers shows that the chaotic scattering regions have well organized structures. 
Bottom regions of scallop-like form are the sub-regions of the fast escape region, 
that is, Sc,oo, c = 1, 2, 3, 4, 5 for three panels (a), (b) and (c), whereas c = 1, 2, 3 for 
the panel (d) (regions with smaller c stay at smaller 0). Let us look at panel (a) 
(a, b) = (-0.22, 0) as an example. There are five sub-regions of the fast escaping 
region painted black. Above each of five sub-regions, numbered regions are piled up, 
and these together seem to make a unit. We call such a unit of regions a sector and 
the stratum of the piled-up regions the chaotic scattering block (CSB). There are five 
sectors and these sectors surround the Schubart region. A CSB is of arch-like shape 
and its two terminals are points on the 0-axis. There are the five such points, which 
we call f ootpoints. There is an important property for region numbers of a CSB. A 
CSB is composed of the regions whose numbers are mutually congruent modulo 5. 
For example, the leftmost CSB comprises the regions S1 US6USu U・・・=uk=o00S5k+1・
We have shown the structures on the Poincare section when the number of sectors 
is five. Although we do not show here figures, we have confirmed that there exist 
sectors for other mass parameters and their number increases as the central mass 
decreases. Corresponding to this, the number of footpoints and the number of 
modulus increases. These two numbers coincide with the number of sectors. Now, 
our main question is what kind of process takes place when a new sector appears. 
We find that the process from n sectors to n + I sectors is basically similar for any 
n, we will describe the process for n = 5 in Fig.l(a)-(c) with decreasing the central 
mass (i.e., decreasing a). In these three cases, the mass configuration is symmetric: 

mo=m2・
In the first figure (a, b) = (-0.22, 0), the five sectors are composed of a scallop and 
arch-shaped CSBs. The CSBs are well stratified. In the second figure (-0.28, 0), 
the regions corresponding to S6 and S11 bifurcate into two branches. One 
branches are the second and the third layer of the leftmost arch-shaped 
CSB (in the figure, layers marked with 6 and between 6 and 7'). The 
other branches make a germ-like block and grow up to the roof of II~We 
call this block a germ, which bases on only one footpoint. We find that this 
germ, indeed, includes also branches corresponding to S16, ・・・ , 85k+I, ・・・，
whose another branches are the fourth and the upper layer of the left-
most scallop. There is a germ corresponding to S 11, ・・・ (including a layer 
marked with 11'), which bifurcates further from a germ corresponding to 
86,811, ・・・. The germs appear also around arch-shaped CSBs in other sectors. A 
germ is mapped to (the part of) another germ by Poincare map(32]. The germ glows 
up to the roof and finally touches the 0-axis. The third figure (-0.30, 0) captures 
the situation right before the touch. The tip of the germ pushes down the fifth 
arch-shaped CSB from inside. The fifth CSB covers the roof of II. When the tip 
touch the 0-axis, the tip becomes the new (sixth) footpoint and the germ becomes 
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the lowest stratum of the new arch-shaped CSB. Thereupon, the new CSB replaces 
the fifth CSB as the CSB covering the roof. 
As we have seen in the above, the formation of the new CSB completes at the 
moment when the new foot point appears. In (32) using !vlcGehee's variable[lO), 
we confirmed that a footpoint is an intersection of a triple collision orbit with the 
surface of section if an initial point tends to limn—0(R, 0) and that a new footpoint 
appears at a mass parameter where the flow on the triple collision manifold is totally 
degenerate. Simo(8] found these 11u1.<;s parameters by means of numerical integration 
of !vlcGehee's equations of motion. 
Let us briefly remark on asymmetric mass cases where the right particle is heavier 
than the left particle. The structure of the Poincare section changes in a similar 
manner if the number of sectors increases. However, regions with c even shrink 
or disappear as the mass a8ymmetry increases (i.e., b increases). ¥Ve show a case 
(a, b) = (0, 0.6) in Fig.l(d). The regions with even c 2 4 disappears. The cylinder Sc 
with even c corresponds to the orbit for which the heavier particle ni2 is ejected. The 
shrinkage and disappearance of regions with even c imply that the heavier particle 
is hardly ejected in high asymmetric systems. 

4 Conclusion 

We have studied the process that the structure of the Poincare section changes as 
varying the mass parameters. The Poincare section is divided into the Schubart 
region and sectors surrounding it. A sector is composed of a scallop-like block (a 
sub-region of the fast escapiug region) and arch-shaped CSB. We have obtained the 
following results: 

• The region numbers of regions which compose of an arch-shaped CSB are 
mutually congruent modulo the number of sectors. 

• As decreasing the central mass, a stratum of regions bifurcates from the left-
most CSB. This stratum of germ-like shape grows until it becomes a new CSB. 

• As decreasing the central mass further, the number of the CSBs increases one 
by one. 

Acknowledgments 

Numerical integration are carried out using the code developed by Proof. Seppo 
l¥tlikkola. This code was executed on general common use computer system at the 
Astronomical Data Analysi:-; Center, ADAC, of the National Astronomical Obser-
vatory of Japan, NAO.J. Vlf、wouldlike to express our deepest gratitude to Proof. 
Seppo l¥tiikkola and ADAC. 

References 

(1] S.1¥!Iikkola and J.Hietariuta, A numerical investigation of the one-dimensional 
Newtonian three-body problem I, Celecstial l¥1Iechanics and Dynamical Astron-
omy 46, 1-18(1989) 

-73 -



Masaya Masayoshi SAITO and Kiyotaka TANIKAWA 

[2] S.l¥ilikkola and J.Hietarinta, A numerical investigation of the one-dimensional 
Newtonian three-body problem II, Celecstial :tvlechanics and Dynamical Astron-
omy 47, 321-331(1990) 

[3) SJvlikkola and J .Hietarinta, A numerical investigation of the one-dimensional 
Newtonian three-body problem III, Celecstial l¥ilechanics and Dynamical As-
tronomy 51, 379-394(1991) 

[4] J.Hietarinta and S.Mikkola (HM1993), Chaos in the one-dimensional gravita— 

tional three-body problem, CHAOS 3, 183-203(1993) 

[5] K.Tanikawa and S.Mikkola (Tl¥!12000a), Ti・iple collisions in the one-dimensional 
three-body problem, Celecstial 1¥!Iechanics and Dynamical Astronomy 76, 23-
34(2000) 

[6] K.Tanikawa and S.1¥!Iikkola, One-dimensional three-body problem via symbolic 
dynamics, CHAOS 10, 649-657(2000) 

[7] Saito & Tanikawa, Collinear Three-Body Problem with Non-Equal l¥ilasses by 
Symbolic Dynamics, ASP Conference Series 316, 63-69(2004) 

[8] C. Simo, Mass for which triple ollision regularizable, Celestial l¥!Iechanics 21, 
25-36(1980) 

[9] M.lrigoyen et F.Nahon, Les mouvements rectilignes clans le probleme des trois 
corps lorsque la constante des forces vives est nulle, Astronomy & Astrophysics 
17, 286-295(1972) 

[10] R.1¥llcGehee, Triple collision in the collinear three body problem, Inventions 
1¥!Iathematicae 27, 191-227(1974) 

[11] William H. Press, Saul A. Teukolsky, William T. Vetterling, and Brian P. Flan-
nery, Numerical Recipes in C, 722-724(1999) 

-74 -



標準写像における振動解

Oscillatory Orbits in the Standard Mapping 

Yoshihiro Yamaguchi and Kiyotaka Tani畑wa

Tei枷 HcisciUnivcrsit:11, lchihara, Chiba, 290-0198, Japan 
National Astronomical 01,servatory of Japan, Mitaka, Tokyo 181-8588, Japan 

ABSTRACT 

Oscillatory motion is unbounded but returns infinitely many times to finite positions. 
The existence of this motion has been predicted and proved to exist in the three-
body problem. In the present paper, we prove its existence in the standard mapping, 
using orbits of the accelerator mode and non-Birkhoff periodic orbits. This motion 
appears as soon ,is the last Kolmogorov-Arnold-:Moser curve disintegrates. Ref.(22) 
is a complete version of this manuscript. 
振動運動は非有界であるが，有限位骰へ何度でも戻ってくる．この運動が存在する

ことは三体問題で予想され，証明された．本論文では，標準写像にも存在することを

証明する．証明には，加速モードの起動と非バーコフ周期解の存在を利用する．この

運動はコルモゴロフ—アーノルドモーザー曲線が消失するやいなや出現する．参考
文献[22)には詳しい証明がある．

1 Introduction 

Chazyりは重力 3体問題の解の分類において，非常に特殊な解（今日でいう振動解）
が存在することを論理的な掃結として祁いた.Sitnikov2>は制限3体問題において振
動解を始めて見い出したこの系は質撒の等しい2体が:r;- y平面上で楕円軌道を

描いている．両者の重心に原点を樅＜．原点を通る z軸上に質謹がゼロの第3体を置

<. Sitnikovは，この第3体の運動として振動解を与える初期条件が存在することを
証明したこの問題は現在ではSitnikov問題と呼ばれている．
標準写像における振動解を考えるにおいて， Sitnikov問題は参考になるので簡単に
紹介する．第3体はx-y平面を横切るときに他の 2体よりより大きな力を受ける．
この結果第3体は加速されたり減速されたりする．特に加速された場合，第3体は

x-y平面より遠くまで行って戻ってくる場合によっては無限遠に達することもあ
る．このような軌道を脱出軌道と呼ぶことにする．以下では軌道は脱出軌道でない

とする．これらの軌道を放出軌道と呼ぶ．放出軌道の第n回目の放出における第3
体と x-y平面との距離の最大値をr(t11)とする.tnは離散的な時間を表す.n→00
としたとき， r(t11)→ ooを与える初期点が存在することを Sitnikovは示した．この
問題は Alekseeva),Easton -McGehe砂によって 3体問題への拡張された.Moser5> 
は写像を用いた方法でこの問題を解析している最近Xia<>>によって Arnold拡散と
振動解の関係が議論されている．また別の制限3体問題においても，振動解の存在は
数値計算を利用した方法で確認されている.7),8)

標準写像における加速モード 9ー11)は3体問題の脱出軌道に相当する．また加速

モードは最後のKolrnogorov-Arnolcl-lVIoser (KAl¥tl)曲線が崩壊した直後から存在す
る四加速モードの軌道点の近傍には，ノンバ コフ型の周期軌道の点が存在する．

これらは3体問題の放出軌道に対応すると考えられる．これらの事実より加速モー
ドが存在するならば振動解も存在するのではないかという予想がたつ．この論文の

目的はこの予想が正しいことを証明することにある．
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ここで扱う標準写像Tは円筒面(S1xR1 with x ES1, y ERりで次のように定義さ

れている．
T : Yn+l = Yn + J(xn), Xn+1 = Xn + Yn+l (mod 2司. (1.1) 

ここで f(x) = a sin x (a > 0)である．この写像には2つの不動点がある．一つは
P = (0, 0)でサドルであるもう一つのQ=(1r,O)は楕円点または反射を伴うサド
ルである.Tは2つの対合GとH または gとhによって下記のように分解でき
る_13),14) 

T= HoG= hog, 

G: X← -x, y← Y + J(x), 
H: X← y-x, y← Y, 

g:x← x, y← -y -f(x), 

h:x← x-y, y← -y. 

公
引
，
小
司
の

1

1

1

1

1

 

、
．
し
(
(
(
‘
,
＼

xに関してmod(x,21r)ついていることに注意する．対合の関数形より対合GとHは
左右の対称性を表し，対合gとhは上下の対称性を表していることが分かる．対合の
不動点の集合は対称線と呼ばれる．それぞれの対合に関する対称線は次のように得

られる．

G: x = 0,'lr, 
H : y = 2(x + n1r), 
g: y = 2n1r -J(x)/2, 

h: y = 2n1r. 

(1.7) 

(1.8) 

(1.9) 

(1.10) 

ただし nEZである.§3において， Gとhの対称線を通る 2重対称周期軌道の極限
として振動解の初期点を見い出す．

すべての議論は円筒面の持ち上げである普逼被覆面 (R汲 Rりで行う．煩雑さを
避けるために普逼被覆面でも座標に関して同様の記号xとyを用いる．
最後に標準写像における振動解の定義を与える．

定義1:O(zo) = {zo, Z1, z2, ・ ・ ・} [zn = (xn, Yn)]を初期点z。から出発した未来への軌
道とするこの軌道が下記の条件を満たすとき，この軌道は振動解と呼ばれる．

lim sup刷=oo, lim inf IYnl < oo. 
n一oo n→OO 

(1.11) 

異なったタイプの振動解があるが，この論文では下記の振動解の存在することを証
明する．

lim sup Yn = oo, lim inf Yn < 00 (Yn > 0). (1.12) 
n→ 00 n-oo 

§2では，証明で使用する様々な基本事項を紹介する．加速モードと 2重対称周期軌
道の関係を §3で述べる．振動解の存在の証明は§4で行う.section基本事項

1.1 非バーコフ型周期軌道

周期軌道の回転数は普逼被覆面での運動で定義される．回転数がp/q(p =I= 0)の軌道
は普遍被覆面において厠個の異なった軌道がある.zの軌道をo(z)= {Tkz: k E Z} 
とする．普逼被覆面において訓個の異なった軌道の集合をeo(z)= {Tkz + (21rl, 0): 
k, l E Z}と記して， zの拡張軌道と呼ぶことにする．拡張軌道より任意に 2点rとs
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を選ぶこの2点に関して下記の条件（式(13))が満たされるとき，この軌道をバーコ
フ型周期軌道と呼ぶこの条件を満たさない2点のペアーが存在するならば，この軌
道はノンバ コフ型周期軌道と呼ばれる

7i1 (r) < 7i1 (s)→ 叫Tr)<叫Ts). (1.13) 

対称線を通過するノンバ コフ型周期軌道を対称ノンバ コフ型周期軌道(SNBO)
と呼ぶまた回転数を表現に含めてp/q-SNBOと略記する．同様の表現を対称バ
コフ型周期軌道にも使用する．ここでJJ/q-SNI30について分かっていることを命題
lとしてまとめておく．

命題 1.

[1] p/q-SNBOはサドル・ノード分岐で生じる．
[2] p/q-SNBOの軌道点はLipschiti曲線上にない．
[3]回転数(np)/(nq)をもつ対称周期軌道のAubryグラフ 16),17)がp/q-SBOのAubry
グラフと 2点以上で交差するならばこの周期軌道は(np)/(nq)--SNBOである．

1.2 ホモクリニックローブと対称線上の区間

円筒面における 2つの不動、1はを P= Po,oとQ= Qo,。と記し，これらの不変被覆面
への持ちあげを P;,J= (2面,2訂）と Qi.j= (2而十 'Tr,21r.i)と記すことにする．ここで
i, .iは任意の整数である．各サドルPi,jの安定多様体と不安定多様体のブランチに
名前を付けよう．左側からサドルヘ入る安定多様体のブランチを H~!(P;,J) と，右側
から入るブランチを lF_;・(P;,_;)とする．同様にサドルから左側へ出て行く不安定多様
体のブランチを lV1~(P;,J) と．右側へ出て行くブランチを lV,~(Pi,J) とする．以下にお
いて，ある 1次元曲線Cの一部である開弧を (A,B)cと，閉弧を [A,B]c:と記す．場
合によっては (A,B)c Cまたは [A,B] c Cとも書く．

8 

6 

4 
>. 

2 

I゚ 呵~~ 彪在乙 .1:1.o I 

゜
2 4 6 8 

X 

Figure 1 ーホモクリニックローブ Uば'.o と椅~o- 2つの開区問L1と1¥11も描かれ
ている (a=21r). 

サドル Po,。から lV1~·(Po.o) に沿って進んだとき対称線 {:1:=1r,y>O} と始めて交
差した点を uとし， Hl,:・(Pi),O)が対称線{y= 2(:i; 一1r),y > O}と初めて交差した点
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をVとする.a>Oではこれらの交点が存在することは証明されている_18) 2つの交

点u,vにおいて lV;(P1,o)と陀(Po,o)が横断的に交差していることも証明されてい
る_rn)

[u, v]w.~·u如b,o) と [u,v]w;(P,.o)で囲まれた開領域を府‘。と，また [v,Tu]w~·(Po,o) (=几）
と[v,Tu]wHP,,o) (三じ）で囲まれた開領域を Uo~o とする．
次に lV~(P1,o) と {:r = 7r, y < O} の交点を、u' と定義し， W1~(P1,o) と {y = 2(x -
1r), yヽ< O}の交点をがとする・[u',v'hv.~(P1,o) と [u',v']w;(Po,o)で囲まれた開領域を
Vo~() と定義し， [v', Tu'hv.~(P1,o) と [v',Tu')w;(Po,oJ)で囲まれた開領域を U訟とする．
境界を含めたホモクリニックローブ½;:。と U伽 (V0~。と U品）は回転木戸と呼ばれ
る_20)最後に [Po,o,v)w;.(Po,o), [v, P1.ohv!<P1,o), [P1,o, v'hv~(P1,o) 並びに [v',P1,o)w;(Po.o) 
で囲まれた開領域を Zo,。とする．
対称線{X = 0, 0 < y < 27r}の中で開区間I;(i~1) を定義する_14),15) 

Ii= y-i½。~0n {x = 0, 0 < yく加}. (1.14) 

Lは単連結区問であることに注意する．また区間 Iiが存在すれば，すべての区問
Ii (j >・i)が存在することはラムダ補題21)より示される.tiを[Ii]の下端とし， ti+1
を[Ii+I]上端とするここで tiとti+lの問の開区問をムとする（図 1を参照のこ
と）．次に Liと[ti,tj+1]w川(P1,o)で囲まれた開領域を njとする．定義より，下記の関
係が得られる．

y:;+1nj っ U~o·(1.15)

同様にして，対称線{y= 0,0 < X く 7r} の中に開区間 J\l/i(i~l) を定義する．

Ali= y-i[li名，on{y = 0,0 < Xく叶 (1.16) 

M が存在すればすべてのA1i(j > i)が存在する．
最後に LをX方向に2m汀シフトし，更にy方向に2rriy7rシフトした区問をI↑ェ，my
と書く．またI仰を簡単に I;と書くことにする他の区間に対しても同様の記号を
使用する．

1.3 2重対称周期軌道

振動解の証明で2重対称周期軌道を利用する．よってここで2重対称周期軌道の説
明を行う.2重対称周期軌道とは，軌道の一つの点がGまたはHの対称線上にあり，
別の点がgまたはhの対称線上にある周期軌道である．命題2に2重対称周期軌道
の性質を纏めておく_14) Zo = (.1、・o,Yo)を軌道のある点とする.Zk = (xk, yり=Tkz。
と記す．

命題2.標準写像では下記の2重対称周期軌道が存在する．
(i) zo = Gz。かつ Zk=圧ならば o(zo)の周期は 4k-2 (k = 2, 3, ...)である．
(ii) z0 = Hz。かつ咋=gzkならば o(zo)の周期は 4k+ 2(k = 1, 2, ...)である．
(iii) z0 = Gz。かつ z人．＝炉Kならば o(zo)の周期は 4k(k= 1,2, ...)である．
(iv) zo = Hz。かつ Zk= hzk, ならば o(zo)の周期は 4k(k= 1, 2, ...)である．
但し Z1から Zk-1までいかなる対称線も通らないとする．

命題2に揚げた 2重対称周期軌道を DRPOと書く．また周期を明記する場合は
q-DRPOと書くことにする.DRPOの回転数に関する性質を命題3として示す．

命題3.命題2のDRPOは下記の回転数ッをもつ．
(i)孤=2m1rならば， V= 1n(4k -2)/(4k -2). 
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(ii)狐=2rnrr -J(: 屈）/2ならば， 11= m(4k + 2)/(4k + 2). 
(iii) Yk = 2rnrr -J(:tk)/2ならば， V= m(4k)/(4k). 
(iv) Yk = 2m,rrならば， lノ=m(4k)/(4k). 

証明：ここでは(i)と(ii)の証明を行う.(iii)と(iv)は同様にして行えるので省略する．
(i)関係式 l図=Zkより， hz、=Z21.:-i (1 ::; i ::; 2k -1)とYi+ Y2k-i = 4111.rrが得ら
れる・Z2k-lはGの対称線の上にあるので，次の関係が得られる．

叩k-2->:o = 2(>:2k-1 -:r:o) = 2習y,= 2(4(k -1)m + 2m)ir = 2irmq. (1.17) 
この関係より (i)の回転数が得らる．
(ii)関係式に=Z2k+l-i {Oさis2k + 1)より， Yi+ :tl2k+ 1-、=4m1rの関係が得られ
る.Hに関する対称性より Y;十y侃+:1-i= 4m,7T (2k + l s i S 4k + 2)が得られる．
これらより次の関係が得られる．

2/..-+I 41.:+2 

X21.:+1 -:r:o = L Yi —Yo, :1:i11.:+2 -X2k+1 = L Yi -Y・2k+l・(1.18)
i=O i=2k+l 

よってX4k+2-:i:o = 2ni1r(4k + 2) = 21rm,qが成立するので， (ii)の回転数が得られる．
Q.E.D. 

証明で使用する DRPOはGとhの対称線を通る DRPOである．初期値はGの対
称線の x=Oであり，かつk番目の位置は hの対称線のy= 2m1rであるとする．ま
たこの問に他の対称線を通ることはないとする.Gに関する対称性より，半周期後
はX= 2・m1r(2k -1)にある．これより Gの表現が得られる．また H=TGより H
の表現が決まる.hの対称線はy= 2m1rであることと， hzk-n= Zk十fl を利用して， h
の表現が得られる最後に y= hTより gの表現が決まる．以上より 4つの対合の
表現が得られる．結果を以下に示す．

G:x、tJ..・-11-2= -;r:n + 21rm,(4k -2), 
如J..・-11-2= y,, + f (:z:11), 
H : x,a・-11-1 = -;1;11 + y11 + 21rm.(4k -2), 
如k-11-I=y,,, 

g : X2J..:-11-1 = :,:11 + 21rm,(2k -2n -1), 

Y2k-11-I = -yrt -f(:l、:")+ 41r・m, 
h: X2k-11 =;、r,,-Yn + 21r1n(2k -2n + 1), 
Y2k-11 =—Yn + 41rm .. 

ここで 0::; n ::; 4k -2である．

1.4 加速モード

(1.19) 

(1.20) 

(1.21) 

(1.22) 

(1.23) 

(1.24) 

(1.25) 

(1.26) 

標準写像では異常拡散が生じることがある．異常拡散はいわゆる加速モードに起因
している．加速モードは3体問題における脱出軌道に対応する．加速モードは振動

解を理解するために必要な軌道であるので，以下で簡単にその性質を述べることに
する．

-79 -



山口喜博、谷川清隆

加速モードは，ト ラス面で定義された標準写像ではy方向に回転する周期軌道と

＾＾  して扱うことができる．トーラス面で定義された標準写像をTと書く.Tは2つの
対合§ とhの積，つまり f= hogと書かれる．ここで対合は次のように定義される．

g:x← x, y← -y -f (x), (1.27) 

h:x← x-y, y← -y. (1.28) 

これらの対合の不動点の集合として得られる対称線を以下に示す．

g: y = -f(x)/2, y = 1i -f(x)/2, 

＾ h: y = 0. 
{1.29) 

{1.30) 

円筒面に持ち上げられた対合をgとhと書く．これらの対合の対称線は次のよう

に得られる．

g : y = n1r -f (: ℃） /2. {1.31) 

h: y = 2n1r, {1.32) 

但し nE Z. トーラス面で周期軌道である加速モードを円筒面に持ち上げると周期
軌道にならない．これはy座標が増加するとその分だけx方向への移動距離が増加
するためである．つまり加速モードは円筒面をぐるぐる巻きながら y→ ooまたは
'lj→―ooへと向かうこれより加速モードが3体問題の脱出軌道に相当することが
分かる．

ここでは対称線 y= 0の区間 {O< X < 1r, y = O}より出発し，対称線 y= 
1r-f(x)/2を通る対称な加速モード (SAMO)のみを考える．このSAivIOは最初の
1周期 qの間に x方向に2mx7r進み， y方向へは2m,y7rだけ常に進むこのことを明
示するために，この加速モードを qmx,my _SAl¥110と記すことにする.qmェ，1-SAMOの
場合は，簡単に qmx_SAMOと略すことにする．定理1のSAMOの出現順序は文献
{12)において証明されている．

定理1.下記の順序関係が成立する．

A11: 11 → 32 → 53 → 74 → ... 

↓ ↓ ↓ ↓ ↓ 
M2: 32 → 53 → 74 → g5 → ... 

↓ ↓ ↓ ↓ ↓ 
/v/3: 5a → 74 → 95 → 116 → ・ ・・

↓ ↓ ↓ ↓ ↓ 
... ．．． ．．． ... ... 

（注意）右矢印と下矢印は2つのSA!¥10の問の出現順序関係を与えている例とし
て 11E lv/1→ 32 E lv/2は「区間 A11に 11-SA!vIOの点が存在すれば，区問 A12
に32-SAMOの点が存在する」を意味する. Miから出発する q(q+1>l2-SAMOは
T(qー1)/国と対称線 y= 7rーf(x)/2 (y > 0)との最初の接触で生じる．この分岐は
サドル・ノード分岐である.lv/1→ 砧についても，区問払があれば砧があると
読む．

q(q+t)/2-SAMOのZtから Z(<J-1)/2までの軌道の点は{y> O}の領域にある．これ
はq<q+t>f2-SAl¥iIOが， T(<1-t)J21v1iと対称線 Y= 1r -J(x)/2 (y > 0)との最初の接触
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で生じることを利用して証明できる．詳細は文献(22)に述べられている．この事実
とSAMOに関して良く知られている事実を性質 lにまとめておく．

性質 1.定理 lにおける初期値に関して zoE Aliを満たすSA!¥,IOに対して，伽→
oo (n→ oo)かつ珈→ ーoo(n→ -oo)が成立する． また珈>0 (n~1) 
かつ珈<0 (n :::; -1). 初期値に関して zoE H Al; を満たす SAlVIOに対して，
y,, → -oo (n→ oo)かつ伽→ oo (n→ -oo)が成立するまた Ynく 0(n 2:: 1)か
つ Yn> 0 (n :::; ー1).

定理1のSAwIOを区別するために行列表示を利用する．例として要素 (i,j)(1: 2:: 1, 
j~1) は，周期が qi,j= 2i + 2j -3である q;,j(q;,j+ t)/2-SAivIOを示してしヽる．次に
叫i,.i)をqi,j知 +I)/2-SAl¥tIOがサドル・ノード分岐で生じる臨界値とする．臨界値
に関して次の関係が成立する 12)

_ l_im ac(i, j) = ac・
'l,J→ OO 

(1.33) 

ここで Uc:は最後のKA:M曲線が崩壊する臨界値である．
初期値 zo= (xo, 0)を満たす qi)q、,j+I)/2-SAivIOの軌道点Z'IIUfi,Jの位泄は次のよう
に得られる．

z,ncu,J = (rri(nl,(Ji,j + l)1r + Xo, 2m,1r) E 111,;n(m叩 +1)/2,m_ (1.34) 

但し m2:: 1. 

命題4.周期 (Ji,j= 2-i + 2j -3(j 2:: i 2:: 1)の(Ji,j知 +1>12-SAivIOの点が払に存在す
れば，区間 Iiが存在する．

証明軌道点Zk(k = i+j-2)が対称線y= 1f -J(.1:)/2上にある Qi,j(q;,J+ 1)/2-SAivl 0 
の軌道点を z,= (x只11)と書く．この軌道を記述する対合は下記のように得られる．

9 : X2k-11』=:z:,, + 21r(k -n), Y2k-11 = 27f -Yn -f(:1:n), (1.35) 

h : :i:21..-+1ー11= :r11 -y,, + 2鴫— n+ l),、リ21.:-n= 27f -Yn・(1.36) 

ここで 0~n、 ~2k+ l. y座標値が増大すると x座標値も増大する．式(1.35)より，
関係Xk+I= :i; ぃ＋加が得られる.z, (l 2:: 1)は{y> O} (性質lを見よ）にあるので，
Xi< Xいく；l、:1..-+1とXk+l―.l:;> 2iTが成立することが分かる.7r <功＜加なので，
Tk+t-iUo~。は{:じ>21r} にあることが分かる．よって Tk+t-iUo~。は{.1: = 21r, y > 0} 
と交差する． これは I]'oの存在を意味するので， IJ= IJ・0の存在が証明された．
(Q.E.D.) 

2 SAMOとDRPOとの関係

ここではSA!vIOとDRPOの関係を明らかにする区問 LJに初期点をもつDRPOの
問に成立する関係を最初に調べる．特に初期点の位置関係に注目する区間Miから出
発する周期 (Ji,j= 2-i+2j-3をもつ(Ji,j(叩 +1>!2-SAl'vIOが存在すれば，区問 Lj(j 2:: 1) 
は存在する（命題4を見よ）. m 2:: 1が満たされているとする.Tkら(k2::j+l)と
対称線y= 2rn1rとの交点は回転数(4k-2)m,/(4/i: -2)の (4k-2)-DRPOの点で
ある（命題 3を見よ）．つまり SAMOの存在はDRPOの存在を蒋＜．

命題 5. j 2:: i 2:: 1を仮定する．周期 Qi,j= 2i + 2j -3の(Ji,j(q;,J+i)/2--SAMOが
存在すれば任意の m,2:: 1に対して少なくとも 2つの (4ki,j,m-2)-DRPO (ki,j,m = 
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mqi,J + j -i + 1)が存在する.2つのDRPOの軌道を 0(埒）， O(z0n)とする．ここ
で (0,Am) E Liと(0,B111) Eら (A111> Bm)を， 0(埒）と 0(都）の初期点とする．
但し mは対称線 y= 2m1rを表している．この対称線上に祁心，ll とZ凡,mがある．
それぞれの m~1 に対して，適切な (4ki,J,m-2)-D RPOのペアーをとれば下記の関
係が成立する．

B1く的 <・・・<Bm<・・・<Amく・・・<A2 < Ai. (2.1) 

証明最初に， Tki.j,mらは NJt(mq;,;+1)/2,m と交差していて，少なくとも 2 つの (4ki,j,m—
2)-DRPOが存在していることを証明する.z。はT→uoc>に含まれている．式(1.15)
より， Ti+1らは U品に含まれていないことが分かる． 式 (1.34)より， Zn叩，］は
.i¥(n(mq;,j+1)/2,mに存在していることが分かる．このことはTmq;,i-iUoonA1t<mq;,j+1)/2,m# 
0を意味している．更に，この関係より Tki,j,,,しらはJv(n(TrUJi,j+ 1) /2,mと2個以上の点
で交差していることを端く．これらは(4ki,j,m-2)-D RPOの点である．

次に Tぶ正LinA1戸mq;,j+l)/2,m# 0 (m~l) を仮定し， Bm く Bm+l < Am+l < Am 
(m+I)((m+l)q、,j+I)/2,m+l

の関係を導く.SAivIOの点Z(m+l)q;,jは!vii C {y = 2(m + l)1r} 
にある．ここで Z1=ゑk:,j,m'み=z;::,j,mとする．式(1.26)より， T的 Z1とT的 Z2
はy= 2(m+ l)1rの下部にある．開弧(Z2,Z1) E Tki,j,mらは y= 2m,7rの上部に
部分弧をもつ．この事実は， T的 (Z2,Zi)がJ¥;fi(m+I)((m+l)q;,j+I)/2,m+lと交差してい

ることを示している． これらの交差点を z~ と z~(1r1(ZD > 1r1(Zり）とする． こ
れらの点は (4ki,J,m+1-2)-DRPOの点であり，これらの初期点はらにある．初期
点をゑ;i+i= (0, Am+1), zg叶1= (0, Bm+I)と書くならば，これらの間の関係である
Bmく Bm+l< Am+l < Amが得られる. Q.E.D. 

命題6.各々の'i,j, mに対して，式(2.1)の(4ki,J,m-2)-DRPOが存在する．そして
軌道は{、y> O}の領域にある．これらのDRPOは引き返し点を持たないSNBOで
ある．

証明．第1の主張の証明を行う．
茨＇
&,J,m とゑr:.j,mが唯一である場合を考える．簡単のために堺 のみを考える．•,J,m 

0(ゑo)がx軸の下部と通るとして矛盾を出す．仮定と DRPOの性質より， 7r2(初） <0 
を満たす整数 l'(i+ 1 < l'< ki,j,m)が存在する．よって，ある nに対して匂 EV,芯o
であるようなl(i + 1 < l < l')が存在する．これは r1+1らがV兄。の中の点と TV,芯o
の中の点を結ぶ弧を持つことを尊<.この弧 ("Y) は u~.。の境界である不安定多様体
の左に位置する．この結果， ui,。はy座標として y= 2m1rより上部にある点を持つ
ので， 1はy= 2m1rと交差する．これらの交差点は(4(j+ 1) -2)-DRPOの点であ
る．これは(4ki,J,m-2)-D RPOが1の中に点を持つことを意味していて矛盾である．
次に堺 と茫 に相当する点が複数ある場合を考えるこの場合は，初 とk・. 1,3,m &,J,m •,J,m 

して T知，mらに沿って移動したとき T知，"'tj+lに最も近い点を選ぶまた Tki,i,"'Li
に沿って移動したときT心j,mtjに最も近い点を耶 として選ぶ 0(抄）がx軸の下

1,3,m 

部を通るとして矛盾を出す．このためには前に行った方法を繰り返せばよい．

(4ki,J,m -2)-DRPOの点ゑ。はy= 2m1rの下部にある．そして， z2k弘mはy= 2m1r 
の上部にある．これらの事実と 2重対称性を利用すると， DRPOのAubryグラフと
m,/1-BOのAubryグラフは 1周期の間に 2点で交差する．これより DRPOはNBO
であることが分かる．式(2.1)を満たすDRPOは対称軌道でy<Oの領域に点をも
たない．よってDRPOは引き返し点を持たないSNBOである. Q.E.D. 

これからは， i=jを満たすSAMOとDRPOを考える．この条件を満たすDRPO
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に対して次の2つの命題が成立する．

命題7.命題5における DRPOに対して下記の関係が成立する．但し DRPOは命題
6の性質をもつとする．初期点を Zo= (0, Bm)とする．

l1r1 (Z-4q;..) I = 7rJ (Z、tqi..)< 241rqi,i (m = 2), 

l1r1 (z_4ヽIi.JI= 1r1 (z4qiJ < 301rqi,i (m = 3), 

l1r1 (z-4q,..) I = 1r1 (Z4qj..) < 8m,1rqぃ(m2: 4). 

(2.2) 

(2.3) 

(2.4) 

証明 (1) m = 2. Z2qi,,+Iは y= 41rの上に存在する． これは， 2つの関係式
祠z,J::; 41r (0 < kく2qぃ+1)と47rく叫Zk)< 81r (2qi,i + 2 ::; k ::; 4Qi.、+2)を祁
＜．第2の式を母＜ために hに関する対称性を用いたよって次の関係を得る．

4q,,, 

叫 Z、lqi.,)= L叫叫<47r X 2q;,、+81r X 2qぃ=24袖，i・ (2.5) 
k=I 

第 1の関係はGの対称性を利用して得られた．

(2) m = 3. Z3qぃ +I は y= 伽の上にある．このことより巧(zk)~61r (0~k~ 
3qi,i + 1)と61rく7r2は） < 1211 (3<Ji,i + 2~k~6qi,i + 2)が導かれる． よって，
叫 Z4qiJ< 67r X 3qi,i + 127f X Qi.i = 301rqぃが得られる．
(3) m~4. Zmqぃ+Iは y= 2m,1r の上にある．これより 7r2は） ~2m7i (0~k~ 
mqi,i + 1)が尊かれる．よって 111(z,1q,,,) < 2rn7r x 4qぃ=8rn11qi,iが得られて証明は終
わる. Q.E.D. 

命題8.命題5のDRPOを考える．但しこれらは命題6の性質をもつとする.Zo = 
(0, Bm), Zo = (0, Bm+I)とする．ここでBmとBm+1は式 (2.1)を満たすとする.Zo 
と拓から出発した DRPOに対して下記の関係が成立する．

7r1(Z4mq,, 出!)+ 21r < 7r1 (z4mq,,,+2). (2.6) 

但し m,2:: 1. 
証明.rri = 1の場合は， 7rt(Z.tqぃ+2)= 21r(4qi,i + 2}と叫知，，;+2)= 47i(8Qi.i + 2}の関
係が成立することは知っている．よって式(2.2}を用いて，次式が得られる．

1T1 (i81/i・;+2)-241rqi,i < 7T1 (ゑ、lqぃ+2). (2.7) 

次の関係が成立することは簡単に分かる．

町(z、lqぃ+2)+ 27Tく叫唸，Jぃ+2)-247T小，i・ (2.8) 

これらの関係をまとめると，式 (2.6)が得られる.m~2 の場合の証明も同様に行え
るので省略する. Q.E.D. 

3 振動解の存在の証明

ここで振動解の存在の証明を行う．定理 1の対角成分にある SAlVIOを利用する．こ
れらのSAlVIOは周期がqii= 4i -3 (i = 1, 2, ...)のQii(q;,+1>12-SA:tvIOである．

Theorem 2. 任意の i~1 において区問 M に qii伽+t)f2-SA11l0の点が存在すれば，
区問Liに初期点をもちかつ式(1.12)を満たす振動解が存在する．
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i→ ooの極限では，臨界値 ac(i,i)はacに漸近する［式(1.33)を参照のこと］．つま
り振動解は最後のKAM曲線の崩壊直後に出現することが分かる．これを系 lとし
て記しておく．

系1.a> acにおいて振動解は存在している．

定理2の証明．定理2の仮定と命題4より区間 Iiは存在している．区問Liも当然
存在している．よって 'i= jの場合に命題5の式 (2.1)の順序関係が得られる．こ
こで K『=mqii + 1を定義する．この場合，周期 q『=4坪ー 2のq『-DRPOには
(0, Am)から出発する軌道と (0,Bm)から出発する軌道があることに注意する．次に
弧[Bm,Bm+l比をr!と，弧[Am+I,Am]Liをr!とする．以下では，任意の m2'.: 1に
対しての弧r位を考える．振動解の存在の証明は弧r!を用いて行う.r! を用いて
も同様に行える．よって r屈を rmと略すことにする.T呼rmの振る舞いをこれか
ら調べる.T呼rmの一つの端点はq『-DRPOの軌道点Zq?'=zo (mod 21r)であり，も

う一つの端点は q『+1-DRPO の軌道点 z~f' である．
炉 DRPOの軌道点Zqf、はサドルPmqt,。を通る垂直な対称線上にある．なぜなら 1

周期が完了しているからである・P,,u1f',Oの近傍におけるW;(Pm』<Jin+1,o)とl¥;(Prru1f'-l,O)
の交差の様子は図2に描かれている.[C,D] c liV;(Pmq戸+1,0) と [C~D] c W!(J~ 呵"-1,0) 
で囲まれた開領域をRとする．同様に[C,F] C ¥1/!(P,nqf'+l,O)と[C,F] C W;(Prruit-1,0) 
で囲まれた開領域を Sとする．点Z外＇、は RnSの内部にある．円で示されたSAMO
の初期点はTSの中にある．
図2で描かれているようにTq汀況は[C,D] c l¥;(Prru1;u+1,o)と交差している．こ
のことを証明する.Tqf'rmは[C,D] C W;(P,ru1t-1,o)とは交差しない．もし交差点t
を持つとすると T—q:"tは Pmqf'-t,。の近傍のwt:(Prnqf'-1,0)上にあり，そのx座標の
値は21r(m呼ー 1)より大きい．一方ではr-qrtは{x= O}上にある．これは矛盾で
ある．

次に命題8より

州z外,.)+ 21rく7r1(z , (3.1) 

が得られるもし z伝qf'が Rに含まれていなけれは主張は証明される．実際， 4つの
弧CH,HG,GEならびに ECで囲まれたR'はz:nqf'を含まない．なぜなら R'の各

点に関して x~ 加m呼が成立するからである．領域 R\R' は V品呼— 1,。の未来への像
である．命題6の証明から z:nqf'はR¥R'の中には存在しないことが蒋かれる．それ

ゆえに Rはz:nq;nを含まない．

zをT呼rmと[C,D] C W;(Pmqf'+1,o)との交差点とする.Zqf'から弧[zqf',z] C 
Tqf1r mを逆方向に延ばし，延ばした弧が[E,F] c W;(Pi呵"+1,0)と交差する点を w
とする.[w,z外n]u [zqf', z]は単連結弧でRnSに含まれる．弧[w,z外11]はTq可,111の弧

である必要はない.[w,z外..]u[zq~,z] と [w,z) C l¥;(Prru1t+1,o)で囲まれた開領域の
｛象はSAMOの初期点（図2の丸印）を含むこのことはrmqぃ+1[w, Zqf'] U [zq?', z]が

，， l¥;fim外"+m(mqぃ+1)/2,mと2点以上で交差していることを溝<.式(1.34)を利用して軌
道点の順番を意味する添字の値を決める．交点の一つはT1Tllfi,i+lZqf'で，他の点 rは
Tm'li,i+ 1 (Zqf', z]とM戸『+m(m<.い+1)/2,mの交点である．

~= [zqr+mqぃ+1,r] C Tmqぃ+1[zqj",w] U [z外,.'z]を定義する. T'li,iz呼’十mqぃ+1rま
y = 2(m + l)1rの下部にあり， SAMOの点はA1;'1q『+(m+l)((m+l)qぃ+1)/2,m+lにあるこ
とより， T如 CはM戸f'+(m+1)((m+ 1)<Ji,i + 1)/2,m+ 1と2点以上で交差することが分かる．
これらの交差点は(4(q『+(m + l)qi,i) + 2)-DRPOの点である．この手順を繰り返
すことで(4(q『+nqi,i) + 2)-DRPO (n~m + I)の存在が証明できる．これらの初
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Figure 2 - Zqi" (pと記されている）の近傍のT呼rは太い線で描かれている."S111"は安
定多様体 ttJ:~(Pmq『 +1.0) を示し， "s-1n" は別の安定多様体 vV.!(Pmq;" ,o)を示し
ている."Um"は不安定多様体w;(P,,u,:u -1,0)を示している．円は叫'.t・i+l)/2_ 
SAMO の初期点の—•つを表している．
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期点(O,A炉）と (O,B仰）は区間[Bm,Bm+11 E ムに含まれる．そして A~;n) と Btn)
は次の順序関係を満たす．

尻 < B炉 < B炉 < ・ ・ ・ < A ・仰 < A 炉 < Bm + t ・ (3.2) 

次に，区間r= [B炉， B図]E ム (l~m+l) に対しても上記と同じ手順を繰り返
す (O,B炉）から出発する DRPOの周期はq;'1・'=4(q『+lqi,i + l) -2で， (O,B図）
から出発する DRPOの周期は q戸+4qi,iであることに注意する.T外"・'rの構造を調
べよう．端点の一つはq;n,l_DRPOのZm」であり，もう一つは (q戸+4qi,i)-DRPO 

q. 

のz'm,lである．よって次の関係が成立する．
qi 

町(zm,l) + 27r < 7r} (z'm,I). 
l/j qi 

(3.3) 

式 (3.3)の証明は式(3.1)の証明と同じなので省略する．式(3.2)を禅く手順を繰り

返すと，下記の関係を得る．

Bjm) < B~m,l) < B~m,l) < ... < Atn,l) < A~n,l) < Bi悶 (3.4)

式(3.4)の添字(m,l)はDRPOの初期点が存在する区問を指定している．任意の区

間 [Btm,l},B似打 (l'2::l + 1)にも同様の手法を適用できる．その結果

Btn,l) < B~m,l,l') < nim,l,l') < ... < A~m,l,l') < A~m,l,t') < B悶孔 (3.5) 

が得られる．上記の手順を再度繰り返して下記の順序関係を得る．

尻<B}; が<B屈n2)< B灼，n2,n3)< ... , 

lim ni = oo. 
2→ 00 

ヽ
｀
＇
’
’
‘
`
~

6

7

 

3

3

 

、.¥、,＇̀
｀

上記の構成から明らかなように，区間は縮小していることが分かる．その結果，上記
の列（式(50))は集積点B*をもつ．初期点 (0,B*)から出発する軌道は振動解の定義
を満たす．以上で定理2は証明された. Q.E.D. 

定理2の直接の結果として系2を得る．

系2.拡散振動解が存在し，その初期点の集合は非可算無限集合である．

証明定理2の証明では，区問を縮小していく各段階でB悶1,n2,・・,njーt)からB悶閻12,-.. , 叫
を構成したこのときにmく匹<••• < niを満たし，かつ選ばれた整数はランダム
であるとする．このような手順で構成された初期点から出発した軌道が， 3体問題で
導入された拡散振動解6)であるまた各段階で各区間Liより有限の長さの区問が抜
かれる．無限の操作の後に残る集合はカントール集合であるこれより拡散振動解
の初期点の集合は非可算無限集合である. Q.E.D. 
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ABSTRACT 

The aim of the present investigations is to make clear the property of long periodic 
perturbations and small divisors in the theory of motion of an artificial satellite. 
For this purpose, it is sufficient to discuss the problem, without any loss of gener-
ality, under the following limitation for the force field of the Earth: 

U(r,0,</>) =~-~ み (~)'Gsin20-D,
where the quantityμstands for the product of the gravitational constant and the 
Earth's mass, a<! the equatorial radius of the Earth, J2 is a dynamical constant of 
the order of 10-3, a small quantity compared with the main gravitational influence 
of the Earth on the motion of an artificial satellite. The quantities (r, 0, </J) represent 
the polar coordinates of an artificial satellite with respect to the center of mass of 
the Earth: r the radius vector, 0 the latitude and¢the longitude. In the function 
U, there is not the longitude¢because one supposes the axial symmetry for the 
mass distribution of the Earth around its rotational axis. 
In order to obtain a suitable intermediary orbit, we introduce the following "arti-
ficial" force field: 

Uo =ピ＿ピ€Cm -竺~-€Cct,
r r r2 性cos20・ 

Here, eCrri, eco and€Crt, are indetermined constants of the order of 10-a. Our interme-
diary orbit has a great merit compared with that of Garfinkel (1958). In his case, it 
is inevitable to introduce elliptic functions and elliptic integrations[!]. On the con-
trary, our intermediary orbit is expressed only by simple and closed trigonometric 
functions. 
We construct the equations for the variation of the elements, caused by the dis-
turbing force Ui。-U, which are contained as the integration constants in the inter-
mediary orbit. We solve the equations approximately and then establish a theory 
of motion. 
With the aid of the indetermined constants, we are able to eliminate whole secular 
variations of the first order of the quantity J2. In the element of "the argument of 
the perigee", there is no secular variation. This means that there does not exist any 
long periodic perturbation8 and small divisors. 
We tried to extend the theory of motion up to the second order. Here also, in 
the element of "the argument of the perigee", there is no secular variation. This 
means that there does not exist any long periodic perturbations and small divisors. 
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By means of the same procedure, we can make disappear all secular variations up 
to second order without "the longitude of the ascending node". 
One of the indeterrnincd constants has the same singularity as the critical incli-
nation. These undesirable circmnstances are easily surmounted by different choice 
for the indctermined constants. This artifice will be given separately. 
はじめに

人工衛星の運動理論においては，長周期変化の齋す小分母の存在が理論の構築を
困難なものにしている．これを存在させる臨界軌道傾斜角の近傍では，その近傍にお
いてのみ有効となる運動理論が構築されている (2].この困難は2体問題の系を人工
系に選ぶ限り，避けて通る事が出来ない [3][4].人工系として 2体問題の系以外のも
のを採用した場合にも，この小分冊の問題が完全に解決されたとは言い難い [5].以
上の状況から，小分母の困難は人工衛星の運動理論において，回避する事の出来ない

困難とする見方が存在する [6].実は，人工系として適切な系を設定するならば，長周
期変化の出現を見る事も無く．従って小分母の困難も存在しない事になるのである．

我々は，そうした人工系の力の場を表す関数u。を， 3個の未定定数を含む次の形で
与える：

/.l /t cco cc 
---- - -Vo= cCm― r2 r2 cos2 0 

得られた中問軌道は三角関数のみで表されている．この中問軌道が含む積分定数に

対する要素変化の式を，問題の小分母が現れない形に解く事を考える．微小定数J2
の1次の大きさでは，この目的は達成され得る．更に2次の大きさの近似理論の構築

をも試みる．

1 運動方程式

地球の力の場を表す関数Uを，次の形に限る事にする：

U(r,0,</>) =~{ 1- み (~)'P2(sin1/)} (1.1) 

ここに， (r,0,¢)は地球の質量中心を原点とする人工衛星の極座標を表す.rは地心
距離を， 0は赤緯¢は赤経を表すとする．力の場に，軸対称性を仮定したので，赤経
¢は関数Uの中には現れない事になる.aeは地球の赤道半径，みは地球の質蕗分布
に依存する 10-aの大きさの微小定数である.pは万有引力定数Gと地球の質挫Ale
との積を表し，胚は2次のLegendre多項式を表す：

μ 三 GA1e (1.2) 

3 
P2(si110) = -sin2 0 --

2 2 
(1.3) 

上記の力の場の下，運動方程式は，次の Hamilton関数Hによって以下の形に表さ
れる：

1t=H尻＋門＋、性::,,。)— Hi —み (7,)2 P2(sin 0)} (1.4) 
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竺＝竺 坐＝一竺
dt 8pr'dt 街

d0 81-i dp。 81-i
-=—· —·=--
dt 8po'dt 80 

(1.5) 

d</J 卵 dpq, 卵
-=- -=--
clt 8pぶ clt 珈

ここに， (Pr,Po,P<t,)はそれぞれ(r,0,¢)に共役な運動量である．単純化された力の場
の下においても，厳密解を得るのは困難である為，人工系の方法[7]に訴えて逐次近
似を行なう事になる．

2 中間軌道

人工系の力の場を表す関数U。を， 3個の未定定数(ecm,£Co, ec<t>)を含む次の形で
与える：

l ECo EC,p 
Uo(r, 0) =ピ＿ピECm+ - - + 

r r 2 (性 r2cos2 0) (2.1) 

この3個の未定定数は共に，微小定数J2と同じ 10-3の大きさを持つとする．これに
対応する，人工系のHamilton関数'Hoは次の形をとる：

1 p~-€Co P! -€C¢ μ 
1-l.o = -2 (悦+r2 十性cos2。)--;:-(1 -ce,,.) (2.2) 

この様に，％に含ませた未定定数のうちの(cco,cc<t>)は，それぞれ正準運動量(P0,P<1>)
の大きさに差をとる形となっている．この表式中の3個の未定定数を全て零に等し

くすれば，楕円軌道を与えるものとなる．未定定数を含ませた上記の1-{,。が与える軌

道を， Hamilton-Jacobiの偏微分方程式を解き，得る事にする以下においては，一連
の計算を列挙して行く．

Hamilton-Jacobiの偏微分方程式：

~[ (塁）'+~{(詈）2 -£Co}+ r2cい｛（塁）2 -EC¢}] + 
μ aw  
--;:(I -cCm) +ー =0

at 

求める未知関数W に次の形を要請する：

W=-Et+a砕+j p,(r)dr + j Po(0)d0 

2 
2tt a 

Pr(r) = ¥/ 2E + -(1 -€Cm) --Ip 
r r2 

Po(0) = v a~+£Co -
aゑー£Cq,
cos2 0 

(2.3) 

(2.4) 

(2.5) 

(2.6) 

ここに (E,aゅ， CT¢)は積分定数である．解表式は，新たな積分定数を (fj叫3かぬ）とす
る時，次の形をとる：

f3t 
8lV 
＝一8E' /3"'=竺如 1/J'
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これらは (2.4)式で与えた l「の下で，以下の様に表される：

1~= JJ1-(r) 
t+fカ

I・--'!Ld0-f叫
. JJo(0) . r気 (r)

dr = f3t1, 

</> -J "• 
JJo(0) cos2 0 

d0=ぬ

(2.8) 

(2.9) 

(2.10) 

積分定数(E,aか0'<1>)および（功，I狐ん）と軌道要素(a,e, i, [}, W, T)との関係式を次で
与える：

E 
μ 

＝一，
2a' 

心=viia(l —性），
- - . o、:）= 0'1↓ ,, cos 1,, 

功＝一T

功，=W

ぬ=fl

すると (2.8)(2.9)(2.10)はそれぞれ以下の表式に書ける：

汀J三 dr= t -T  

I_ I I dr 
図，smi. / sin 0 2 

cos 0d0 -a17 

-(二）
j rロニニp=W

1 

ct, _ I J I d0 = [I 
1<~tan i、□□2 cos2 0 

利便性を図る目的で，次の記号を定義導入した：

/l、=/L(1 -cC111), O'.lf, 三《豆~'

ii三凸 心=fa戸こ
p 三 a(l-c2) 

7/ = vlf-=-? 

心応,=一
Gip 

心
Ii¢,= -
O'q, 

(2.11) 

(2.12) 

(2.13) 

(2.14) 

(2.15) 

(2.12)(2.13)(2.14)式で表された積分計算を実行する．この時， (2.12)式の積分計算に
は次式(2.16)の変数変換を， (2.13)式のrに関する稲分計算には次式(2.17)の変数変
換を行なうと容易に実行出来るものとなる：

r = a(1 -e cos u) 
a(l -e2) 

, r= 
1 + ecosf 
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積分計算実行により，それぞれ以下の表式が得られる：

・u-esmu 
=t-T 

n 

¾sin―'(詈）— f=w
¢-¾sin-1 (詈） = f} 

得られた解表式を整理する．我々の設定した人工系が与える中間軌道は，以下の表式

となる：

(2.18) 

(2.19) 

(2.20) 

u -e sin u = ii(t -r) 

tanf =凸tan~
(2.21) 

(2.22) 

a(l -e2) 
r = a(l -e cos u) = (2.23) 

1 + ecosf 

sin 0 = sin i sin { K¢(w + J)} (2.24) 

tan { K-ct,(¢-fl)} = cos i tan { litJ,(w + J)} (2.25) 

上記表式中の軌道要素(a,e,i;fl,w,T)は，楕円軌道のKepler要素とは異なる，それ
に類似の要素である．この要素をKepler的要素と呼び，両者の区別を行う事にする．
人工系の力の場を表す関数 U。に含ませた 3 個の未定定数 (€Cm,£Co, €Cct,) は，この表
式中のhおよび三角関数の引数に収まっている (Ii,μぷct,)に以下の形で含まれている：

n = 1/ 
JL(l -£Cm) 
a3 

邸 =~(l~c;cm)p'

(2.26) 

ー
心＝，

1+ 
EC¢, 

{μ(1 -E!;n)P +Eco} cos2 i 

Garfinkel(1958)の中問軌道には楕円関数および楕円積分を必要した [1].我々の中
問軌道には，それらを一切必要とせず，三角関数のみで閉じた形に表現される．この

事は，我々の中問軌道の特筆すべき優れた特徴である．

ここで，我々の中問軌道の角振動数について調べておく事にする.(r,0,¢)のそれ
ぞれに対する角振動数(vr,V(J, V<t,)は次式で与えられる：

呪。呪。
Vr =――  
811'' 

物＝
810' 

(2.27) 

％＝竺
81¢ 

(2.28) 

ここにH。は(2.2)式に表されている，我々が設定した人工系のHamilton関数である．
Ur, lo, let,)はそれぞれ次式で定義される作用変数である：

1 1 
Ir=五fPrdr, Io=五fPo礁 I~=-!; が占 (2.29) 

この一周期にわたる積分を実行すれば，それぞれ次の様に求まる：

Ir= 
μ 
亨
-o: ゅ (2.30)

lo=心ーlt¢ (2.31) 

lq, = 0:4> (2.32) 
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この作用変数(!,.,lo, I<t>)によって H。を表すと，次式の様に根号の箱入れの形となる：

Ho= E = -
ji,2 

叫＋而屈二）2 -cce) 2 
作用変数表示にしたならば (2.28)式の計算を実行し，角振動数はそれぞれ次の様に
求まる：

{2.33) 

lノ1"= n. ～ 
v0 = "'v}n, liljJ -

lノ<t>=-n
凡b

{2.34) 

これを見れば角振動数同士が次の関係を持っている事が分かる：

Vo v<P I V<f> 応 9
-=Ki;,,, -=- -=- (2.35) 
1/,. lノ'o "'<t> , 11,. 和

3 個の未定定数 (€Cm, ECo, €C,t,) を全て零にすると， (2.27) 式より，量 (h.'.心 "'<t>)が共に 1
となり， 3つの角振動数は全て等しくなる．我々は，未定定数に有意な値を与え，角振
動数を異ならせる事になる．

3 要素変化の式

解くべき初発の運動方程式を．我々が与えた中問軌道の軌道要素を新変数とする．

要素変化の式に書き換える．その要素に，次で与えられる正準変数Delaunay的要
素を用いる事にする：

L= 
Jl 

~' 
G = n,1,, 

H=o・（か

l = ii(t十功）

g = (3lp 

h = !3¢ 

(3.1) 

これらの要素は (2.11)(2.15)式によって Kepler的要素で表すと，楕円軌道の場合と
類似の次の表式となる：

L=心、
G=J伽(1 —性），

H=竺V加(1-e2) cos i, 
Kq, 

l = Fi(t -r) 

g=w 

h= Q 

(3.2) 

初発の運動方程式(1.5)はこの中間軌道の要素(L,G, H; l, g, h)を用いて以下の様
に表される：

dL 8F 
-=・-
dl、 az'
dG 8F 
-・=. 一
dt {)g' 

dH DF 
＝一
dt 8h' 

di EJF 
-=-・・・ 一
OLBF-oGoF-BH 

＿
＿
 

＝

＝

 

dtdg-dtdh-dt 

(3.3) 
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+cR 

μ 2 ＝豆―Hみ(~)'胚(sin/J) -cc,,,} —; （弓+,.2::: 五） (3.4) 

ここに摂動関数cRは，与えられた Hamilton関数Hから人工系のHamilton関数凡。
を差し引いたc1tの，符号を異にしたものである：

c R = -E1t, c1t三 Hー叫 (3.5) 

要素変化の式(3.3)を逐次近似法によって解き，近似理論の構築を行う事になる．

4 摂動計算

摂動の手法にはvonZeipelの方法を適用し，短周期項の消去が行われた新Hamil-
ton関数F*を(F0,Fi, F2)まで，短周期変化を定める正準変換の母関数Sを(So,S1) 
まで決定する．ここに脚符は，微小定数J2の郡の大きさを表すものとする変換式お
よび変換の母関数Sは次で与えられる：

as as 
L=- G=-
8['8g'  

H 
8S 

=— .. 
ah 

l* 
as 
＝一
8L*' 

が＝竺
8G*' 

S = S(L*, G*, H*; l, g, h) 

as 
h* =— 
8H* 

= L * l + G* g + H* h、十ふ＋ふ＋・・・

上記の正準変換により，次の新しい方程式系に移行する事になる：

dL * fJF* dl* fJF* 
-=―-=-―  
cit ol*'dt oL* 
dG* 8F* dg* oF* 
・-=―-=--
dt og*'dt fJG* 
dH* 8F* dh* 8F* 
—=—-=-— 
dt oh*'dt 8H* 

{4.1) 

(4.2) 

(4.3) 

新Hamilton関数F*は，その引数に平均近点離角l*を含ませない次の形で与えられる：

F* = F*(L*, G*, H*; -, gペー）
= F0(L*) +Ft+ F; +・・・ (4.4) 

変換には時間tを含まず，次のHamilton関数保存の関係式が成立する：

F(L, G, H; l, g, -) -F*(L*, G*, H*; ーぷ—) =0 (4.5) 
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このFおよびF*を，それぞれ点(L*,G*, H*; l, g, h)の周りでTaylor展開に訴える：

F(誓詈詈：l, g, -) = F (l'. G', H'; l, g, h) + 

崎[(JL羞+6G贔+8H贔）'F] + 
(I、• ,G• ,fl•;L,!1,h) 

I 8 D a 2 
十団[(6£ 玩→G而十8H茄)F] + ... 

(I、• ,G• ,JJ•;l,g,h) 

(4.6) 

r(じ，G',H'~ ー，晨—) = F'(L', G', H'; l, fl, h) + 

＋汀ド誓l +½i [侭）2芦］ ＋・・・
(1,-,(;•J[•;l,g,h) (l」寧、c• ,II•;i,!J,h) 

(4.7) 

ここに脚符(L*,G*,H*;l,g,h)は，微分演算の後に，引数をその屈で置き換える事を
意味するものとする記号（りiL.6G, bH, og*)は，以下で定義した抵である：

6L三 L-L*. 6G三 G-Gぺ 6H= H -If* 
初＊三g*-g 

Taylor展開実行後の (4.5)式は，次の様に表す事が出来る：

F(L*,G*,H*.l,y,h)-F*(L*,G*,H*,l,g,h) +JC= 0 

ここに記号JCは，次で定義した址を表す：

K三1[ (疇+JG羞+JH贔） IF玉誓L、• ,G•, II• ;I ,!I:) 

(4.8) 

(4.9) 

十嵐[(u羞+JG贔+6H嘉）2 F-(吋）2塁] +・ ・ ・(4.10) 
(L-,G• ,H•;l,g,lt} 

続いて， (4.9)式の各項を微小定数./2の幕級数に展開する．その際，旧 Hamilton関数
Fに含まれる未定定数(ccm,こC(J,[C(/,)をそれぞれ次の様に幕級数に展開する [8): 

cC111 = .J社:~,~)+ J詞，？＋・・・
四=J2cい+Jiぶ+... 
叩 = .!2心+Jなり＋・・・

{ 4.11) 

微小定数12の同郡ごとに方程式 (4.9)を満足させる様に要請すれば，次なる方程式
の系列が得られる：

O(Jg): Fo(Lり=F; 

O(.JJ). 
8Fi。0S1

・——·

8L* Dl 
+ F1 = F{ (4.12) 

O(J名）： 8F,。邸 1821';。(8S,)2 8F, 8S1 8Fi 8S1 8F{ 8S1 
加可＋幻戸可＋加万十寄可 +F2=吋＋席和
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新Hamilton関数F*は(4.4)式で与えた仮定に従い， l*に関係する短周期項を含ま
せない様に，次式左部の時間平均操作によってそれを消去した部分を担わせて決定す

る．母関数Sは，その短周期項を担う様に決定する：

〗
〗
疇

加

加

加

f
ー
h
f
ーれ
r
ー
ん

1
-
％

1
一加

1
一加

＝

＝

＝

 

府

片

吋．
．
．
．
 

功

か

功

仇

仇

仇

S0 = L * l + G* g + H* h 

s, = -(盟）ー'j⑰ -F,')dl 

ここに記号(:Fo,巧，名）は，それぞれ次で定義した醤を表す：

F。=Fi。

(4.13) 

:F1三凡＋応
8F;。8S1
---
8L* fJl 

名三凡＋応
8F;。8S2

-—·— 8L* fJl 

(4.14) 

(4.15) 

(4.16) 

次の盤を表す記号(<;,ゆ,{J) : 

<; = 1 + ecosf 
ゆ三g+f
H {) =一G 

(4.17) 

{ 4.18) 

{ 4.19) 

を定義導入し，旧Hamilton関数(Fo,Fi, 凡）および決定した新Hamilton関数(F0,Ft, F; り
と母関数(So,S1)を以下に記しておく：
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,1 2 

F, =-J号[—尺 G-~塁）Ca sin• 、い］＋
(1 2 2 2 *2 

+ J2cm 
)μ* (1) Jl *2 (1) fl 
a-2{ -J2co戸{-J2c,; 戸 cos2,;, ; 炉 sin2,P

凡 =+J~c岱1,•a! [—討＋げ—翠塁）召sin叶＋

塁含[—}器亡sin2,J,+ (~ 冨）｛咋sin2ゅ］＋
巽
1) 3μ4a2 

-—ぞsin2·l/J+ 
20*8 

＋琴甚ぐー J給~)晶ザー Jic戸~>L ~ 
*2 

20*4 cos2、ゆ＋炉sin2ゆ

-(J2心）2長ぐー (J2心）2L  召sin2,;, 
2炉 (cos2心＋炉sin2-,μ)2 

＋ 

2 + J2 (1) (l}μ 心
2Cm C。-G*4 ｛十

2 

+J名c甜cい合。82,p::: 心in2,;, + 

＋ 

(4.20) 

(4.21) 

(4.22) 

羞 I)C(l)止[!竺已sin2,J, + (し！竺） ~·2,psin 2ゆ l
</J G*6 2炉 (cos2、lp+炉sin2',/J)2 4 4炉 (cos2ゆ＋炉sin2ゆ）2
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新Hamilton関数 (FJ, Ft, F': り：

FJ =+ 
/L2 

-—----; ― 
2L*2 

Fi°= -J, ::: ぶ(¾-~塁）＋
+ J2吟，：甚— J2ct1>~-.!: 匹~t) 2L~:H• 

吋 =+J亭［畠芦 (1-閑芦ぷ）＋
3臼 H*2 如 15L*7 炉 H*4
戸(1-6G*2 十 9~) ―苺(9 (1 -2G*2 —1~)+ 

訊烏—拾） (1 -16芸+15芸）cos2gl + 

墨亨［届(~-~靡）＋腐 G —誓塁）＋
＋芦 G —闘芦）（；—予） cos2gl + 
+J閲ぷ嘉 G —亭）＋
+J詞，？差— J砂~>2:::a, -JJ c~2> 2L t: w + 

(4.23) 

(4.24) 

(4.25) 

2 2 

-(J心）2~+ (.!: 紺）2 BL!! い(3+店） + (J2心）'gL:い(3-届）＋
+ J2 (l) (l) (3μ2 /L2 1 2C。 c~4L如H• -4£•3炉 cos2g+炉 sin2g) 

母関数 (So, S1) : 

So = + L * l + G* g + H* h 

ふ =+J岩{(—い亭） (f-l+ が sin!)+(~-~塁） x 
X rn sin (2g + 2f) +~sin (2g + f) +呈sin(2g + 3/)]} + 

+J心加(u-l) -Jぶ蒜(J-l) -J2ci1)症[tan-1(がtanゆ）ーz]

5 1次近似理論の構築

(4.26) 

(4.27) 

ここで，微小定数./2に関する 2次の龍を無視する事によって得られる運動理論の
構築を行なう．先ずは，新Hamilton関数(F0+Ft), それの下での要素変化の式，母関
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数(So+ふ）および解表式を，順に困き表した後に，未定定数の決定を行う事にする．

新Hamilton関数 (F; +Ft): 

F;+Ft=+贔-J,髯 G-悶誓）＋
2 2 2 

(l) //, (1)μ(!)  Jl 
+ J2c,,, 戸―みco2L崎― J2c<1,2L*3が (5.1) 

要素変化の式 (L*, G*, H*; l¥が、lド）：

dL* 8(F;。j+ Ft) 
-=  
dt 8[* 

=0 

dG* 8(F0 + Ft) 
ー＝
dt 8g* 

=0 

dH* 8(F0 + Ft) 
ー＝
dt 8h* 

=0 

‘
ー
，
、
｀
~
）

I

3

4

 

．

．

 

91 
5

5

5

 

‘
ー
、
．
し
(

dl* 8(F0 + F{) 
-=一
dt 8L* 

* 3 /l氾 H*2 (1) 2μ2 
= 1l - J24いG•a (1い） + J2c,.. 戸― J2c。-(I) 3Jt2 

,he</> 
(1) 3p2 

- -
2L*4G* 2L*4が

dg* D(F0 + Ft) 
-=一
dt ac・ 

(5.6) 

= -J2~:;: ぶ (1-5侶）— .l2cb'l2L: り~.,
dh* 8(F0 + Ft) 
• 一・・=-
dt 8H* 

3 Jl氾H* (tl 1t2 
= -J2- -
2 L*3G*5 J2c,:, 2L*:i H*2 

(5.5) 

(5.7) 

母関数 (So+ふ）：

s。＋ふ=L*l + G*g +『h十 (G.8)

忍 1 3 H*2 .'叶(-4+ 4 cf3) (J -l + e• sin f) + ( 
3 3H*2 

+ J 4―i石う） x

x [~sin (2.9 + 2!) +~ ヽin(2_q + f) +瓜sin(2g + 3!)]} + 

＋犀加(u-l)-Jがい志(f-l) -J心嘉 [tan―l阿 tanゆ）ー l]
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解表式 (L,G,H;l,g,h): 

L=L*+ 
8S1 
一8l 

(5.9) 

= L* + J, 点[(—~+~製）（芦ざ―畠）+G謬）芸ざcos2ゅ］＋
＋琴L*(器c-1)+
是油（戸素）＋
(1) 1 L*4 

-J2c~ ー（―＜*2 L* 

2£• G心052い＋炉sin2ゅ―司
G=G*+ 

臨
8g 

(5.10) 

=G*+J2屋 G —亭）[ cos(2g + 2!) + e兄os(2g+ f) +予cos(2g+ 3/)] + 
(1) 1 1 

-J2cr.p一
2G* cos2ゆ＋炉sin2'I/;

H=H* (5.11) 
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l = l* 
8S1 
--
oL* 

(5.12) 

= l* -J 
忍 1 3H*2 L*2 L*2 

*2 * 3 3H心2Lが'G•e- { (-4 +石石互）（在戎 +c, 万E+ 1) smf + (s―5記） x 
L*2 L*2 L*2 L*2 1 

X [(-o万召—石万ぐ+1) sin(2g + /) + (~ ざ＋石万ぐ+3) sin(2_q + 3/)]} + 
-J2心(11-l十品sin/)+
(I 

+J2c0 
) 1 

2じG*e*
(1 +ぐ）sinf + 

+J2c 
(1) 1 (1十ぐ）sinf 
<I> 2L*G*e* cos2心＋記sin2ゆ

8S1 
g=g*--
8G* 

(5.13) 

＝が +J2L塁し{(—い亭）（蒜心畠ぐ+1) sinf + G —亭） x 
X [(芸ザ—畠C + 1) siu(2g + J) + (畠ぐ心芦ぐ+D sin(2g+ 3!)] } + 
亨{(-~+¥ 閂）(f-l +がsinf)+ (~ —芸芦） x
x [~sin(2g + 2!) + f sin(2g + J) +箪sin(2g+ 3J)] } + 

1 
+J2吟応sin/+
e 

-J匹~l)2人[(f -l)e* + (1 +ぐ）sin/] + 
-J坪i') 1 [ (1十ぐ）sill'¢ +こ sin 2ゅ ］ 
2G*2e* cos2ゆ＋記sin2ゅ 2cos2ゆ＋炉sin2ゆ

h = h* 
8S1 

-— 暉

= h* 
3μ 況
-2亨 x

l がで H*
x [1 -l + e'sin f -2 sin(2g + 2!)―万sin(2g+ J)ー百sin(2g+ 3!)]在＋

~2H'2G·cos2ゆ＋炉 sin2 、q,l +J2c('I上 [tan-1(,'I'tau 4,) -l —生 sin2ゆ

未定定数の決定 一—その 1-

(5.14) 

角変数に関する要素変化の式 (5.5)(5.6)(5.7)において，次式が全て成立する様に，
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未定定数(c凰c仇cい）を決定する：

dl* dg* dh* 
―ーが =0, ー=0, — =0 
dt dt dt 

(5.15) 

未定定数にそれぞれ以下の値を与えれば，これを成立させる事が出来る：

{l)μ  喝 {l) 3 {l) 3 
C =-
m 2L*G*3 

+c。 +c
4じG* <P 4じH*

(5.16) 

(1) 3μ 況 If*2
c。=―謬f(1 -5司 (5.17)

心＝ー3
μ況H*3
G*5 

(5.18) 

要素変化の式(5.2)(5.3) (5.4)より，作用変数(L*,G*, H*)は全て定数となっている．
(5.15)式が成立する事により，角変数(l*,g*,h*)は永年摂動を一切含まない．楕円軌
道の場合， (5.15)式を成立させる未定定数は存在しないこの為，角変数g*が永年摂
動を必然的に持ち，これの存在によって長周期摂動を発生させる事になる．角変数g*

の永年摂動を，未定定数cいに (5.17)式の値を与える事によって消去し，長周期摂動
の発生を防ぐ．こうする事により，長周期摂動も小分母も存在しなくなる．

6 2次近似理論の構築の試み

1次近似理論では，角変数g*に永年摂動を与えず，それによって長周期摂動の存在
を消す形で理論の構築を行なったこの要領で， 2次近似理論の構築を試みる事にす
る. 1次の場合と異なるのは，以下に示す様に，新Hamilton関数府の引数にg*を含
む事である：

F*=FJ+F「+F2

FJ.=府(L*,ー，一；ー，ー，ー）

Ft= Ft(L*, G*, H*; ー，ー，ー）

吋＝吋(L*, G*, H*; -, g*, -) 

要素変化の式は，以下の通りである：

dL* 8F* dl* 8F* 
-=―-=-―  
dt al*'dt 8L* 
dG* 8F* dg* 8F* 
―=―-=--
dt 8g*'cit 8G* 
dH* 8F* dh* 8F* 
••••• =·-—-—=-— 
dt 8h*'dt 8H* 

(6.1) 

(6.2) 

(6.3) 

(6.4) 

(6.5) 

先ずは，長周期摂動の存在を消す為，角変数g*に1次および2次の永年摂動を与え
ない様に，次式の成立を求める：

dg* 8Ft 8F2 
可＝一齊―齊 =0 (6.6) 

これの成立は，未定定数 c~1) および c~2) によって 1 次の場合と同様に可能となる．
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1次の場合と比べて，要素変化の式(6.5)の作用変数G*の部分が， (6.4)式で強調
されている様に，F:;の引数に．ずを含む為，異なっている．何か処骰を講じなければ，
G*に永年変化を伴ってしまう事になる．この事を気掛かりとしながら， (6.5)式の作
用変数の部分を具体的に書き表してみれば以下の通りとなる．

要素変化の式 (L*,G*,H*): 

dL* DF* 
ー＝•，•一
dt 8/* 

=0 

dG* DF* 
ー＝．．．—

dt Dg* 

O(JりI>=+.Ji認瓢（拾ぷ） (1 -腐） (1 -15塁） sin2が＋
-.I社~I)),信(1-店）u—e') sin2が＋

-.Jふがc~') 4£:~: い(I-侶） sin 2g' . 

dH* DF* 
ー＝ー =0
dt 8h* 

、
`
~
‘
.
,
'
／

7

8

 

0

6

 

、
．
し
‘
、
,
．
｀

(6.9) 

これを見れば，作用変数L*およびH*は， 1次の場合と同様に定数を与えている．問

題のG*の変化式の中には，未定定数cいと Cいが梢の形で含まれている事が確認出

来る．このうち cいは長周期摂動の存在を消す為に，既に (6.6)式を満たす様に決定

されている．そこで，もう一方の /1)に微小定数J2の2次の大きさで発生する G*

の永年変化を回避する役割を与える事にする. C心~)がこの役割を果たす事によって．
次式が成し遂げられる：

clG* 
ー =0
cit 

(6.10) 

これの成立に Cいを使用してしまう為，微小定数 .12の1次の大きさで発生する角変

数がの永年変化を許容しなければならない．
後は，残る未定定数 (d,~),d;;), C~i~)) によって，次式を満足させる事が出来る：

di* 
- -n* = 0. 
clt 

dh; 
-=0  
cit 

(6.11) 

要素変化の式(6.5)の角変数の部分を具体的に書き表した表式と．上記の決定方法

iこ基づき，決定した (c飢心l),c~:):c屈 C~2), C尽りを以下に記しておく事にする：
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要素変化の式 l*: 

dl* 8F* 
—-=--dt 8L* 

(6.12) 

0(J~)I> = +n + 

O(JJ)1> ーJ心嘉 (1-3塁） +J硲，：芦— J坪~I) 2;:.~, -J炉い晨庫＋

O(J抒 +J亭［畠芦 (1-琴芸ぷ）＋翫 (1-6腐＋点）＋
45 L*7 H*2 加
芦 G'7(1 -2c3―1c?) + 
囁（芸—翫） (1 -16芦+15腐）cos2g'] + 

素亨［亭 (1-3震）＋亭 (1-5腐）＋
＋長（嘉＋后嘉—誌芦） (1 -腐）cos2g'] + 
贅c~)ぷ嘉 G —闘塁）＋
贅c峠芦— JJc戸~)ニー JJc~2) 3,_,2 + 

如 G* 2L*4圧

2μ 2 
-(J2c甜）―

L*3 
＋ 

-(J心丁ぶ G+ 認）― (J2心）•Lな G —闘羞）＋
+J砕 cい(3μ2 _ 31住 1賣H• 4£'4炉 cos2g• 十炉sin2g•) 
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要素変化の式 g* : 

dg* 8F* 
＝ 
dt 8G* 

(6.13) 

O(Ji)t> =崎畠 (1-苓）—みc~')2L嘉.2+ 

O(J名）[> +J亭｛昌笛 (1-詈腐+~芸）＋昌芸 (1-8震+15芸）＋
醤芦 (1-翌芦— 1ぶ）＋［―翡芸 (1-旱腐+27芸）＋
21正 144H*2 165 H*4 
戸 (1ーデ＋すG*4)]cos2g*} + 

贅心翌｛忘(1-寡）＋誓麟（い芸）＋長 x

X [店 (1-尺靡）＋寄忍 (1-i麟）—乳芦 (1 —且俣）] cos2g*} + 
+Jic乳占嘉 (1-5塁）＋
-J?c~2) 

μ2 

2L*3G*2 
十

μ 2 
+(.J紺）2 ( 

3 3 L* 
L'4G•3 4十詰;)+ 

喝~'leい（叩µ? 3cos2が＋炉sin2g• 
4L知如― 4Lがうか {cos2ず＋炉sin2g•)2) 
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要素変化の式 h* : 

dh* 8F* 
--. = -― 
dt 8H* 

(6.14) 

O(JJ)t> = -J - -
3μ 氾H*μ2
22 L*3Gふみc~1)2£*3 H*2 + 

O(J名）[> +J点［呈腐 (1-亭）店 (1-3腐）＋
羞麟 (1+7塁）— H芦—嘉） (1-誓靡） cos2g']裳＋

+J認点［畠（且翫）＋麟（い）cos2g']忍＋
+J名c叫ぶ~いG+亭）＋
-J?c~) 

μ2 

2£*3 H*2 
＋ 

+(J2心）2 4L~~ い 0 —且品）＋
+J,Ml)cい（叫 μ,2 sin2 g')  H' 

4L*4H→ ―2£*3か (cos2g*十記sin分）2 7F 

未定定数の決定 ――その 2 —-

閾，Cい，Cい）：

2 2 
(1)μae  
('=  -

{1) 3 
+c。 +c

(1) 3 
'm 2L*G*3 4L*G* <t> 4じH*

(1) 3μ 喝 H*2
c。=―謬す(1-5G*2) 

‘,＇／ 5

6

 

1

1

 

6

6

 

（

（

 

(1) 1 3μ 閲 £*2 L*4 H*2 
％＝＋日ァ(c-2―司 (1-15c,2) (cos2が十,9'2sin2が）旦
μ喝-— (3 -4が）(cos2 g* + {}*2 sin2が）2
G*2 

(6.17) 
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虞ぶぶ）：

c(2) = μ氾 75L*ri 18炉 H*4
m ―?[蕊石百(1-亨十c;;;f)+ 
3£"0 (加加 45£"7 炉 H''＋詞で 1-6四十!)c;;;f)―蕊a,7(I -2cf:;,I―7屈）＋
貞（芸瓢） (1 -16腐+1学）cos2g'] + 

ーが磨［翫(1-芸）＋誌信(1-5塁） +~x 

X (芦＋胃信—]芸） (1 -翠） cos2g'] + 
(1)μ 呪 3 9H心
-c¢L如 H・C,―冗サ＋
(2) 3 
+c。 +c

(2) ;3 

4じG* <t, 4L* /J* 
＋ 

1 3 3 L* 1 3 3 L* 
+ (c~~))2 l + (c~ 叩＋ぅ いG•2 Ci 両け＋（心）2 L'2 H'2 (4―而v-)
(1) (1) (3 3 1 
-c。c¢ 2L如H• -8L炉 cos2!J'十記sin2_q•) 

ぶ＝＋芸｛嘉拾 (l-詈芦＋悶芸）＋且芦 (1-8腐+15雲）＋

—詈芦 (1 -胃旦— 11侶）＋［―尉拾 (1-累芦+27侶）＋
21 L*6 144 /-/*2 165 H*4 
直戸 (1-7戸戸）] cos2g'} + 

+c~ 亨｛点(1―悶腐）＋謬（い芸） +~x 

(6.18) 

(6.19) 

X [店 (1- 昇塁）＋悶店 (1 —且翠）—げ点 (1 —□震）] ms2g•} + 

+ c~'l~ 工嘉(1-苓）＋
+ (cい）2応（い話）＋
+ ci1>cい(3 l 3cos2が＋炉sin2g' 

2L叩―戸(cos2g• 十炉sin分）2) 
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(2)μ 冗 27£*4 5 H*2 9£*5 H*2 c~=+?[w己1-g~) + 4配じ—3~)+ (6.20) 

―尉芸 (1+7腐）— 3(芦—器） (1-誓塁） cos2g•] 店＋

+c亭嶋（旦翫）＋届（□）cos 29・]芸＋
+ c~):. 嘉（］＋悶腐）＋
+ (cい）2 2L~H• (~ —峠）＋
+ c('lc(l) (3  1 sin2 g'H'"  
0 ¢ 2£ 心―G'2(cos2 g• 十記sin2g')歪）

考察 —未定定数の決定—-

未定定数の中には，他の未定定数を含む形で従属的に決定したものがある．この決

定が，運動理論の適用範囲に小さな制限を付ける事になった．

未定定数cいは(6.17)式の様に，分母にc炉を存在させる形で決定したこのcil)

は(6.16)式の値を持ち，これが零を与える近傍で C(I)が有意に決定出来ない. cit) 
<P 

の値が零となるのは，軌道傾斜角 iが次の角度icの時である．ここでは考察範囲を
(0° ~i~90°) に限定しておく事にする：

1 -5 cos2 ic = 0 (6. 21) 

ic = cos-1 (五） = 63.04349 (6.22) 

以下においては，理論の適用限界を見積もっておく事にしよう問題となる撒(1-
5 cos2 i)が，次の小さな値になってしまう軌道傾斜角iをそれぞれ(iぃむ）とする：

1 -5 cos2 i 1 = +み (~10-3), 1-5cos沿＝＋ば (6.23)

この時 (i1,乃）は，それぞれicの近傍に次の様に位置する：

I ic -i1 I~0.0014, I ic -i2 I~o. 0 46 (6.24) 

従って，次の制限が付けられる事になる：

lie-ii 2::0.046 (6.25) 

この制限を満たさない軌道傾斜角iに対しては，未定定数に，ここで決定した値と
は異なる値を与えれば有効な理論を構築する事が出来る．

結論

未定定数を含む，三角関数のみで表される中間軌道を考えた．未定定数に適切な値
を与える事によって，次の様な結果が得られた：
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(i) 微小定数J2の1次の大きさに限定する時，
全ての要素が永年摂動を一切含まない様にする事が出来た．

ここでは，長周期摂動も無ければ，小分母も存在し無い．

(ii) 微小定数J2に関する 2次の運動理論の構築を試みた．
ひとつの角要素を除いて，全ての要素を，
永年摂動を含まない形に祁く事が出来た．

2次まで求められた未定定数は，中間軌道を，
高い精度で真の運動を表現可能なものにしてくれた．
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ABSTRACT 

Even the restricted problem, namely the main problem for an artificial satellite 
motion is not solved exactly. Astronomers were obliged to apply the method of 
successive approximations. Usually, they solve the problem of two bodies and then 
calculate the perturbations for the Kepleriau orbital elements. In this case, one 
encounters inevitably the inconvenience of small divisors, i.e. the difficulty of the 
critical inclination. 
There is no reason that one should choose the Keplerian orbit as the starting orbit. 
The method of "an artificial system", in other words the method of the variation of 
arbitrary constants, makes us to find the new variables and the functional relations 
between the old variables and the new variables. An artificial system gives an 
intermediary orbit as the starting orbit. The integration constants of the artificial 
system play the role of the new variables. 
The differential equations for these new variables are equivalent to the starting 
differential equations of motion. The variations for the new variables depend on 
the choice of the artificial systems. This means that a suitable choice of artificial 
systems enables us to release from the inconvenience of small divisors. 

The true motion = { An intermediary orbit} + 
+ {The perturbations for the elements of this intermediary orbit} 

Under these considerations, the present author proposes as the desirable artificial 
system a force function with one parameter which permits to eliminate totally secular 
and long periodic perturbations, that is there is no critical inclination difficulty. 

1 はじめに

本小論に於て、中間軌道の方法が如何に有用なものであるかを示したいと思う。広

い意味では、楕円軌道(Kepler運動）も中問軌道の一つであると云う見方も出来るで
あろうが、我々は狭い意味での中問軌道と云う事に限ってこの言葉を使う事にする。

その時に、中問軌道なるもの、常に楕円軌道よりも優れて真の運動に肉薄し得るも
のでなければならないこと言うまでも無い事である。

具体性を持たせる目的で、人工衛星の問題を扱う事にする。通常の運動理論には、
短周期変化・氷年変化および小分母を伴う長周期変化が理論構成の変数に含まれて
しヽる。
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ここでは、地球の力の場を表わす函数 U(r,0,¢)を次の形に限る事にする。中問
軌道の方法の卓越する処を示すには、これで充分と考えられるからである。

u (r, 0, ¢) = H I -.,, (7 r G sin 2 0 —り} (1.1) 

ここに、 r,0,¢ は地球の質量中心を原点とする人工衛星の極座標を表わす。 rは地心

距離を表わし、 0は赤緯を d)は赤経を表わすとする。力の場に、軸対称性を仮定し
たので、赤経¢は函数 Uの中には現われない事になって居る。
幽μは、万有引力定数と地球質軌との積で与えられるものである。量 (l,e は、地

球の赤道半径を表わす。抵hは、地球の力の場の、球対称からの力学的な偏俯を表
わすもので 10-3の大きさを有して居る。

上の様に、単純化された力の場の下でも、厳密解を得るのは困難である。そこで

勢い「人工系の方法」に訴えて逐次近似を行なう事になる。斯かる方法に立脚した

先行研究の幾つかを見てみる事にしよう。人工系を与える力の場をu。と表記する。
（甲） Kozai (1959), Brouwer (1959) 

μ 
u。=-r (1.2) 

人工系の解は楕円軌道

（乙） Garfinkel (1958) 

μ 
Uo = -(1 + c:l) + 

c2 + c1sin20 
r ,,.2 

純粋定数 Ct,C2, C3を含む中問軌道
（丙） Aksnes (Garfinkel and Aksues, 1970) 

Uo =';: +μ.!,,', (~) 2 G sin2 0 —り
力学定数針を含む中間軌道

（丁） Inoue (1967) 

μ clノ1 c柚十c入2sin2 0 + cふsin40 cv3 
u。=—+-+ 十一-r r ,,.2 戸

純粋定数 €V1 , el勺； e入O,E入2. E入を含む中間軌道

(1.3) 

(1.4) 

(1.5) 

以上を踏まえて本小論では、次の形の力の場を人工系に選び、それに対応する中

間軌道に着目して運動理論の構築を試みる：

μ, E. 恥
u。=—+­
r ? r-

(LG) 

拡c松は、 Aksnesの場合の力学定数 c1が持つ働き以上に大きな働きをして呉れる
未定盤である。

2 人工系の解たる中間軌道

解くべき問題の力の場は(1.1)式で与えられる。従って、これに対応する Hamilton
函数 Kは次の形を取る：

l(=~(尻＋臀+ ,.2:: 炉0)-H 1 -./2 (~r G sin2 0 -D } (2.1) 
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これに対して {1.6)式に与えられて居る力の場を採用して人工系を考える。此の時
に、煩瑣ではあるが人工系の星である事を明示する為に女印を付ける事にする。

炉=!(炉＋正十 v:•) -.!!:... -生
2 r女2 r女2cos2 0女戸 r女2

(2.2) 

運動方程式は次式で与えられる：

dr女 81{女 d0女 8K女 dが 8K女
-=一 -=一 —·=— 
dt 8p~ dt ap; dt 8p: 

竺＝一竺 竺＝一竺 竺＝一竺
dt ar女 'dt 80女 'dt 8</)女

(2.3) 

此の連立方程式は、 Hamilton-Jacobiの偏微分方程式を解く方法を選ぶならば、容
易に解を書き下す事の出来るものである。 Hamilton函数 k女の形に着目して、母
函数を次の形に仮定する：

町＝一心t+a:釈+J紀+JP祁0女 (2.4) 

ここに、 a~, a¢ は正準定数である。変数 P~,Pt, P¢ は次式で与えられる：

[J: 8vV女 aw女 8W* 
, =―  
街＊
, p。=80女’ P<b =―  拗＊ (2.5) 

以上に依って、 Hamilton-Jacobiの偏微分方程式は次の形に書き表わされる事になる：

aw女
—+I<*(戸， 0*' 炉•

8lV女 aw女 8W*
a t'戸，戸'aV)=o (2.6) 

此の方程式を変数分離型に導く事を考える。そこで新たな正準定数atを導入し
て
8lV女
ナ

、 80女 と次の形に表わす．

Pt= 言 =Jず＋砂— a:2sec2 0女
ここでは、次の結果を既に用いている：

これに依って、
a1v女
ar女

p: =竺~=a女
珈女 ¢ 

が次の形に与えられる事になって居る：

尻＝竺＝a, 女
砂

2o: 女 2μa8 +---
r r女

Pr *2 

解表式を書き下す為の準備は総て整った。先ずは、次の表式を得る：

8l1'女記 d0女

虎=8a~= —t十に戸f面

j3←言=-!差号＋！聾面+iiJ誓
13; = 
aw女 a咋ec20女d0* d0女

可＝（炉— J~Pt +z J百
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ここに、 x,、:ij'zは次の拡を表わす：

戸些五 i}三竺
8cv.*' r 8a*' 

゜
5三
8紅み
,.,_— 
8a* 
"' 

(2.13) 

得られた正準定数は以下の六個である：

a: , a; , a: ; fJ: , fJ% , fJ; (2.14) 

これらを、 Kepler要素に類似の定数a女， e*, i* ; fl* , w* , 7*に置き換える：

Ct~ 
Jl 

=--
2a女

吋=~

心=K,o{;t戸 cosi*

尻＝ー7*

席＝勾

席＝伊

ここに、 K』。は次式で与えられる菌である：

的o三

これらを用いる時は、人工系の解表式が次の形に表わされるのを知る：

＊ n 
u* -e女sin、研=n*(t -r*)―正一

lioctt 
ゅ

tan 『 =~tan予
r女 =a女(1-ぎcosu*)= 

炉(1-eり
1十砂cosf女

sin 0女=sin・£* sin炒
ゑ～

が＝伊ー tanーl(cos i女 tanゅ)-— l
lio吋
V 

ここに、次の略記号や関係式を用いた：

n• 三贔
邸cto * 炒三 (w + f*) 
吋+fj 
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3
 
要素変化の式の導出

人工系を記述するのに供された変数 (r女， 0女，¢>*; P~, Pt , 汎）を、初発の系を記述す
るのに供されて居た変数 (r,0, <p; pぃ Po,P¢,)に置き換え、人工系の解たる中間軌
道に含まれる積分定数 (a*,e*, i女； 9女， W女， T女）を、旧変数 (r,0, ¢>; pぃ Po,P¢,) 
に代る、新変数であるとする「人工系の方法（井上， 1995)」の適用を図る。所謂「要

素変化の式」の導出を図る訳である。
此の要素変化の式を解くには、どうしても逐次近似の方法に頼らざるを得ない。
これを手際良く遂行する目的で、 vonZeipel-Brouwerの方法を適用する。この目的
の為に、新変数を「Kepler型」のそれから「Delaunay型」のそれに書き換える。

L=年

μ2 
l = -(t -,) 
£3 

G = ,/μp 

g=w 

H = "'o痺 cosi

h = St 

(3.1) 

(3.2) 

(p = a(l -eり）
これらの新変数 (L,G, H; l, g, h)は、次の正準方程式を満たす事になって居る：

dL aF dG aF 
-=- -=一
dt 祝,dt 8g 

dH 8F 
-=一
dt 8h 

(3.3) 

df 8F dg 8F dh 8F 
亙＝―面＇盃＝―玩;'亙＝―而

此の時に、 Hamilton函数 Fは次で与えられる事になって居る：

2 

F= 如—亨— ~J2(~YGsin20-D = 

(3.4) 

＝伍—詈e-~信）2C(A-.Bcos2炒）
--

ここで、~; A, Bは次の量を表わす：
p 
(三-= 1 + ecosf 
r 

(3.5) 

(3.6) 

A三
1 3 2・ 
4 4 
cos'l 

H 
上の (3.1)式から、 cosi= -—なるのが知れるので、 A,B を次の形に書く事が出
来る： KoG 

B= 
3 3 2 . 

.. —，一" .,. ・-・ 

4 4 
cos z (3.7) 

A=A+ 
3 H2 cv2 
---
202 Q2 ＋ 

B=A+ 
3H2cみ
·-—·····-
2 Q2 Q2 ＋ 
|
 

(3.8) 

ここに、次の略記号を濁入した

1 3H2 
A=  ----
4 4 G2 

B=  
3 3H2 
-----
4 4G2 

(3.9) 
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4 摂動計算および一次の未定量の決定

摂動計算を進めて行く上で、微小戴 12の一位以上の微小抵も対象とせざるを得な
いので、未定謹函を次の形に展開して置く (Inoue,1967; 斎藤， 2004): 

迅 =.J沙り+J? 平＋・・・ (4.1) 

先の(2.17)式に於て、元が少なくともんに関して一位の微小凪である事から、次
の近似計算の可能性を仮定する：

~[· ぐdi=~[·がdj'=・,,'ぅ (4.2) 

~['窪=~!加が縛＝が (4.3) 

゜2 

嵐 J2(号） は、以下の計算に於て一つの「塊」として現われて来るので、以下の
個き換えを図る：

J= J2信）2 (4.4) 

以上の諸関係を用いる時は、 Hamilton函数 Fが、次の形に表わされる事になる：

F= 幻— (e;,ーが）{ J, 副＋・・·}—晨｛み副+.!抄り+・・・}+ 

—瓜J(~3 -1/り{A+(A-A)} —摩呪A —摩Jが(A -A)+ 

＋ピ疋{B + (B-叫cos2心
p 

此の右辺を、氷年部と短周期部とに整理して書く。

F=伍-{デ｝＋り附A}-{亨が＋摩呪(A-A)}+ 

屈 I) 2 ＿下ー({一が）ー ~.1{ ぽーが）A ーがB'""2、0}+・・・
ここで、 J2Dりの決定を次式で行なう：

J2杓 3μ  
-rJ  +-JがA=O
p- p 

(4.5) 

J2i亭＝ーJ.LpJA=―摩みa~A (4.6) 

此の址は、所謂「力学変数」なのであるから、 Hamilton函数の中に代入しても構わ
ない。その前に、次の表記も得て置こう：

臼が(A-A)=戸｛利3が）+ AB(-17り｝ (4.7) 
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斯くして、所望の形の Hamilton函数 Fを導く事が出来た。

2 

F=L+!:!:.J{A(が一的+Bむos2炒｝
詞 2) 3 

-— 叩 p p2 1] + 

＋戸｛訊ー3が）+ AB(17り｝＋摩JAぼーが） (4.8) 

5 二次の未定菌の決定

ここで、 vonZeipel-Brouwer法の適用を図る事にする。函数F(L,G, H; f, g, -) 
を、点(L* , G* , H* ; e , g , -)の周りで Taylor展開する
函数cS(L*,G*, H*; e, g, -)を未知であるとして、新旧両変数の関係を次式で
定義する：

L= L* + 
8cS 8cS 
ー G= G* + - , H = H* (5.1) 
祝 '8g

8cS 洗S
『=f+
8L*'8G*'  

が=h+
8cS 

—が=g+- -
8H* 

これを用いて展開計算を書く。

恥梃S
F = F(L, G , H ; f, g, -) = F (じ＋可， G'+ag,H';f,g,-)=

＝甚＋｛—差誓 +c鵡｝＋

＋［三戸r+ 8e:F/}こ三竺］
2 L*4 ae EJL 祝 EJG EJg 

＋ 

屈 2) 3 
―下―1]+戸｛が(-3が）+ AB(17り｝

ここに、次の略記号を用いた：

(5.2) 

(5.3) 

勾）三叶J[Aぼーが）+ {A(が一的+Bがcos2炒}] (5.4) 

新旧 Hamilton函数 F,F*の間に、次の等式の成立を要求する：

F = F(L, G, H; e, g, -) = F* = F*(L*, G*, H*; -, g*, -) (5.5) 

新しいHamilton函数F*(L * , G* , H* ; -, g* , -)も、点(L*,G*, H*; -, g, -) 
の周りで Taylor展開する。

8cS 
F* = F*(L*, G*, H*; -, g*, -) = F*(L*, G*, H*; -, g + - -) = 

8G*' 

8F* 8£S 
= F*(L*, G*, H*; -, g, -) + - -

89* 8G* 
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準備が整ったので、逐次解いて行く。先ず、次の等式を要求する：

以下、計算：

｛差詈+£瑞}=0 
洗s lμJ  
可=;,;cFc<仇＝戸{A(ぐ― ~3) + Bがcos2厄｝

ll 
2 

n* =一
L*3 

(5.7) 

(5.8) 

(5.9) 

1 1 1 
cS = JG'[ A(-esin /) + s{'.2 sin2炒+2e sin (2,;j, ―J) + 6e sin (2焔+/)~)10) 

梃S 1 
可 =.Iぴs{cos2炒+ecos (2炒—!)+ 3ecos (2,P + !) } (5.11) 

これらを用いる時は、先の (5.3)式中の［］内の幽を計算する事が出来る。結果

は次の形を取る：

P(L*, G*, H*) + Q(L*, G*, H*)cos2g + R(L*, G*, H*; l, g) (5.12) 

此の事に着目して、未定量 J和門および未知函数JJs<2)に対し、次の条件式の成
立する事を要求する：

P(L*, G*, H*) +Q(L*, G*, Hりcos2g+ 

2 -(2) 

_ .!2;2 』が＋戸｛が(-3が）+AB(かり}= 0 (5.13) 

μ2 8J?s<2) 
―戸 Bf. + R(L*, G*, H*; l, g) = 0 (5.14) 

但し、未知函数 cSが次の形をして居るとした：

cs = J2s<1) + J? s(2) (5.15) 

先の (5.7)式以下 (5.11)式に現われる ESは、 J2S<1)の意味に解するものとする。

上記条件式(5.13)に依れば、未定量 JJ砂2)が変数 L*,G*, ff*およびりに依存す
る事になって居る。真に「人工系の方法」の立場に立つならば、何の不都合も存し
ては居ない。
菌 P(L*,G*, fl*)および Q(L*,G*, H*)を具体的に書いてみるならば以下の様
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である：

P(L*, G*, H') =~-叶（翌が＋討＋羞'75)A2 + (—喜が＋員'1s)A+

+(嘉が―嘉'75)}+摩.I'(-37) —ふ3)A2 (5.16) 

Q(L*, G*, H*) =~ 炉e27J3GAB —抄）＋摩J•{ (— ~-~'1 -4が—翌e7J3)AB+ 

+(拘 +~e州｝
斯くして、未定量JJ吟2)が、次の形に与えられるのが知れた：

J詞2)+ J2 = [ (喜＋贔＋嘉ij2) が＋（—贔＋且ij2)A+ (嵐―贔ij2)+ 

+ (~e2B2 -~e2B) cos2g] + (-~ ―号）が+ (5.18) 

(5.17) 

+ { (—五— ~-3—手）が+(~+泣+2 +4e)叶cos2g
上で、ひとまとめに書かなかったのは、[]内の菌が Brouwer(1959)に対応する

ものになって居るからである。

6 解表式

条件式(5.7)および(5.13)、(5.14)を課したのであるから、 (5.3)式の形に展開された
Hamilton函数 Fは、次の形を取る事になる：

F 
μ 

=. — 
2£*2 

(6.1) 

等式(5.5)に依って、 (5.6)式の形に展開された Hamilton函数 F*が次の形になって
居るのを知る：

F* 
μ 
=―  
2L*2 

(6.2) 

運動方程式：

dL* 8F* dG* 8F* 
ー＝ー =0' 一＝ー =0'dt 8€* dt 89* 

d『 8F*μ2-=-—=+- =n* dt 8L* L*3 

dg* 8F* 
亙―=―而； =0' 

dH* 8F* 
ー＝一
dt 8h* 

=0 

dh* 8F* 
-=-— =0 
dt 8H* 

(6.3} 

‘
`
＇
’
’
、
)

4

5

 

06~ 
、
．
＼
（
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時刻 t。に於ける、これら六個の軌の値を、それぞれLo, Go , Ho ; Co , go , h。であ
るとすれば、以下の形の積分が得られる：

じ=Lo G* = Go H*=R。 (6.6) 

e* = f O + II.* (f -to) , g * =りo , h* = ho (6.7) 

これに依って、求めるべき変数 L,G,H;f,g,hに対する解表式が、変換の(5.1)
式 (5.2)式を介して、次の形に与えられるのが知れた：

恥µ切a~L:i a -
L-L* =可= Q6 {Aぽーe)+Bざcos2心｝

G-G'=詈='<喜a;ll{ co濯+ccos (20 —/) +~ecos (20 + /)} 

8cS 
H-H* =ー =0

珈

f 『=
ocS /t切a;

――加＝性LG"[.4(ぐ— e2)esin/ + 

(6.8) 

(G.9) 

(G.10) 

+B{ (-e-u~ 州）csin/ cos2・0 +~ 利1-I;) sin 2炒}l (6.11) 
g_-g* = -—= 

瞬 μ切叶．．
8G* e如

('Slll J [A(-e -5c2 -e2 cos2ゅ）＋

+ B{e2 + (ぐ'+~-1-~足）cos2炒}l + ,:;~~~[ A(2e梵―炉）＋

+B且(1+改— ~+~e2}] sin 2J (6.12) 

恥 μ,2みa}H 2 1 - 1 
hーが＝―扉＝び叶hi―2cos 2,j,) e sin / + (~ ーサsin2¢} (G.13) 

上で (6.8)式以下 (6.13)式までの最右辺の拡は、総て L*,G*, H*; 『，がで表わさ
れて居るものとする。（表式中では＊印を省略した）

7 未定量 cv2の吟味

我々の中問軌道を特徴付ける未定址 ciみは、 (4.1)式で捉えた様に、みの一次の大

きさ二次の大きさと云う風に決定して行く事になって居る。一次の龍 J位りは(4.G)

式で、二次の量 J和りは (5.18)式で与えられる様に決定されて行った。
これを要するに、 C松は次の形に決定された事になって居る：

cV2 = J2iぅ~'\G. H)+.J抄?¥L * , G* 1 H* ; g) (7.1) 

これで見るならば、 C松がみの一次の大きさでは Lに無関係なるのが知れる。従っ
て、 (2.13)式で定義した試 i:は二次以上の微小量と云う事になる。解表式 (6.8)
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(6.13)がみの一次の精度である事から、先に (4.2)、(4.3)式で用いた近似関係が的
を射たものであったと云うのが判明した。つまり、 (2.17)式を次の形で近似可能で
あったと云う訳である：

． 
・u-esmu = f (7.2) 

これを確認して置く。先ず、 (2.15)式(3.1)式から次の関係を知る：

L= 
μ 

J亭’
G = ae , H = aゅ (7.3)

墓 J2副を定める (4.6)式は、 (3.9)式を考慮する時は次の形となる：

J2副 =~G靡— D (7.4) 

以上から、みの一次の大きさに限る時、 i=Oなる事が次の計算で容易に確かめら
れる：

- 8J迅1) 8.J迅1>8L 
x= =ー =0
如r 8L 8ar 

(7.5) 

これで、 (7.2)式の正当性を確認する事が出来た。
序でに、量0および 5を計算してみれば以下の様になる：

fl= 
叩りμ攣 1 H2 

8G = G3 (2―̀ (7.6) 

- 8J2硝 μ2髯 3H
Z = = X --
8H G3 2 G 

(7.7) 

8 臨界軌道傾斜角考

人工系として、二体問題の系を選び、楕円要素を新変数に選ぶ限り「臨界軌道傾斜
角の困難」に遭遇するのであった (Kozai,Brouwer)。Hughes(1981)は数値計算を
通して当該問題を論じて居る。一般的に論じたかの印象を与えて居るが、彼の研究
は数値計算の結果を楕円軌道の軌道要素に引き移した上で為されたものでしか無い。
これでは、件の困難に直面する事になるのは当然の事であって、何ら怪しむには足
らない。

GarfinkelとAksnesの場合は、か =0を海いて居るのであるから、長周期変化は
存在しない事になり、小分母の困難に出逢う事も無い筈である。しかし、彼等の理

解では、依然として当該困難が残存して居る事になって居る。それは、次の発言を
見てみれば、一目瞭然であろう
(Garfinkel, 1974) : 
T. Inoue: Do you agree with me if I say that the perturbations depend on the choice 
of zeroth approximation and, therefore, if one chooses a proper intermediary orbit 
in the case of the ideal resonance problem, one will obtain a solution free from any 
singularity? 

B. Garfinkel: I do not agree. In my paper in Astron. J. (1964), it was shown that 
all classical solutions carry a singularity at the critical inclination, regardless of the 
choice of reference orbit or the choice of the coordinate system. 
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30年前の発言を振り返ってみれば、我々の理解にも浅い処のあったのが知れる。即
ち、今日なら「人工系」と言うべき処を、当時は「＇ヽ erothapproximation」等と言っ
て居たからである。

更に言うならば、 Inoue(1967)の場合、未定定数 cふの導入が、か =0を可能に
して居り、が =0と相侯って、長周期変化も小分母も無い理論を構築して居りなが
ら、その事をはっきりとした形で自党する事なく看過して来たのは、大いに悔まれ
る処ではある。

我々が提唱する「人工系の方法」に於ては、積分定数に依存し得る菰を、予め中間
軌道の中に包含させて罹いても一向に構わないのである。従って、本小論で扱った

未定試 cみも、多様な形で「人工系の解を記述する積分定数」に依存し得たのであ

る。積分定数に関連する総ての菌が、新たな変数に関連する龍として、要素変化の式

の中に、正しく取り込まれさえすれば済む事になって居るからである（山本， 2000)。

結論

中間軌道の方法の有用性を、人工衛星の主問題を例に、明示する事が出来た。「人工

系の方法」の教える処に従って、摂動計算を行なった。先ず、摂動函数の、微小謹

みの一次の大きさの永年部を、未定菌 J2vりの助けに依って消去した。更に、ニ
次の摂動函数氷年部の消滅を図る為に、正準変換を施した。この目的達成の為には、
未定絋 J;f吟2)が供された。
短周期摂動は、その精度を、 .12の一次の大きさに限ったので、上記の操作で、直
ちに自明の系に到達する事が出来、所望の一次の精度での解を書き下す事も出来た。

中問軌道に含まれて居る「未定械 c硲」を、微小批みに関して二次の大きさまで

取り込む形で決定する事が出来たので、『我々の中間軌道は、真の軌道に二次の精度

まで近接して居る』と言う事が出来る。
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Recently we developed a new formulation of numerical integration of orbital motion 
named manifold correction・methods [4, 5, 6, 7, 8, 9]. The main trick is to keep rig-
orously the consistency of some physical relations such as that of the orbital energy, 
of the orbital angular momentum, or of the Laplace integral of a binary subsys-
tern. This maintenance is clone by applying a sort of correction to the integrated 
variables at every integration step. Typical methods of correction are certain geo-
metric transformation such邸 thespatial scaling and the spatial rotation, which are 
commonly used in the comparison of reference frames, or mathematically-reasonable 
operations such as the modularization of angle variables into the standard domain 
[-1r, 1r). The finally-evolved form of the manifold correction methods is the orbital 
longitude methods [9, 10, 11, 14], which enable us to conduct an extremely precise 
integration of orbital motions. In the unperturbed orbits, the integration errors 
are suppressed at the machine epsilon level for an infinitely long period. In the per-
turbed cases, on the other hand~the errors initially grow in proportion to the square 
root of time and then increase more rapidly, the onset time of which depends on the 
type and the magnitude of perturbations. This feature is also realized for highly 
eccentric orbits by applying the same idea to the KS-regularization [12, 13, 15, 16]. 
Especially the introduction of time element greatly enhances the performance of 
numerical integration of KS-regularized orbits whether the scaling is applied or not. 

1 METHODS OF MANIFOLD CORRECTION 

In short, the new method is a modern revival of Nacozy's original idea [20] to correct 
the integrated orbits during the integration process to ensure that they exactly 
lie on a certain manifold containing the true solution such as an energy-constant 
hypersurface by a kind of projection operation. It was first named as the methods 
of manifold correction by 1'Iurrison [19]. Later Hairer discussed it independently 
and called it the projection method [17]. 
The simplest example [4] of the manifold correction is to maintain the Kepler 
energy relation, 

I<=T-U (1.1) 

where T三 if2/2 is the kinetic energy and U三 μ/ris the (negative) gravitational 
potential energy. The correction is achieved to all the binary subsystems by applying 
the single spatial scaling, 

（豆，v)→ （点，av), (1.2) 
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at every integration step. This form of correction was motivated by a theoretical 
examination of the manner of error growth of a circular motion by the simplest 
integrator, the Euler method [4]. Here the scale factor u is determined from the 
solution of an associated cubic equation, 

Tが— /(a -U = 0, (1.3) 

numerically by means of the Newton method starting from an obvious initial guess 

ao = 1. 
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Figure 1 - Illustrated are the errors in the mean longitude at epoch as functions of time 
in a log-log scale. Integrated was a moderately eccentric (e = 0.1) Keplerian 
orbit by (1) the standard method to integrate directly in rectangular coordi-
nates, (2) the scaling method for Kepler energy consistency [4], and (3) the 
antifocal longitude method [11). The adopted integrator was the eleventh 
order implicit Adams method in the PECE mode (predict, evaluate, correct, 
evaluate), the step size was fixed through the integration and set as 1/90 
the orbital period, the starting tables were prepared by Gragg's extrapola-
tion method, and the errors were mea.i,ured by comparing with the reference 
solutions obtained by the same method, the same integrator, and the same 
model parameters but with half the step size. Since the order of the inte-
grators are sufficiently high, halving the step size eliminates almost all the 
truncation errors. 

See Figure 1, which compares the error growth of a Keplerian orbit obtained by 
the standard method to integrate the equation of motion in rectangular coordinates 
directly and that with the aforementioned single scaling for the Kepler energy, K, 
which becomes a constant in this unperturbed case. This figure shows that the well-
known quadratic increase of the integration errors is reduced to a linear growth, 
which has been observed for a limited type of integration scheme; the symplectic 
integrator and the symmetric linear multistep method. The observed difference in 
the rate of error growth, which was partially enhanced by the introduction of some 
Encke-like technique to reduce the effect of round-off error accumulation [3), will 
lead to a large difference in the magnitude of integration error in the long run. 
In case of perturbed orbits, the Kepler energy is no more a constant. Then we 
follow its time development by integrating its equation of motion simultaneously 
with that of the position and velocity. The good performance of the scaling method 
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Figure 2 - Same邸 Figure1 but for the longitude error of Mercury in the simultaneous 
integration of the Suu an<l nine major planets for half a million years. The 
step size was chosen relatively large ,l.<; around 1.4 days. 

is unchanged as seen in Figure 2, which illustrates an example of n-body integration; 
Mercury's error growth in the integration of the Sun and nine major planets. 
The effectiveness of manifold correction methods is independent on various as— 

pccts of the orbit integration such as the method of integration (Runge-Kutta, 
extrapolation, or linear multistep), the type of bと1seorbits (elliptic, parabolic, or 
hyperbolic), the kind of perturbations (autonomous or not, conservative or not, 
velocity-dependent or not, etc.) [4]. 

2 ORBTIAL LONGITUDE METHODS 

The Kepler energy is not the only quantity suitable to be monitored for the manifold 
correction. Any quasi-conserved quantity can be used additionally. Then we refined 
the single scaling method by adding such quantities a.5 (1) a quantity related to the 
Laplace integral [5], (2) the orbital angular momentum [6], and (3) the full Laplace 
integral vector [7]. Such extensions enhance the performance but at the cost of 

increase of computational effort. 
Next we developed some simplified version of the 11: 図stevolved form, the linear 
transformation method [7], by reducing the complexity of the manifold correction 
by some sets of variable transformation [8, 9). Finally we arrived a method requiring 
no manifold correction, which we named the (original) orbital longitude method [9]. 

The method uses a set of six variables consisting of (1) L as the three rectangular 
components of the orbital angular momentum1 (2) g as a true orbital longitude 

measured from a certain longitude origin solely determined from f, and (3) PA and 
Pu邸 thetwo on-the-plane components of the Laplace integral vector. 
To our surprise, the application of the modularization of angle g into the standard 
range [-1r, 1r) at every integration step leads to no growth of integration error if 
the integration method is sufficiently precise, say the eleventh order implicit Adams 
method with the step size as 1/90 the orbital period [10]. The true longitude is not 
the only orbital longitude to be used. By replacing it with the antifocal longitude, 
we enhanced its performance further [11]. Here the antifocal longitude is an orbital 
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longitude with the coordinate origin as not the primary focus but the secondary one. 
See Figure 1 again which shows the superiority of this antifocal longitude method 
over the standard and the single scaling method. Note that this slowness of the 
error increase also means that the accumulation of round-off errors, which is usually 
expected to grow in the 1.5 power of the time, is also suppressed. As far as the 
author knows, this is the first exception of Brouwer's law [2]. We think that this 
exceptional phenomenon was caused by transforming the second-order differential 
equation in rectangular coordinates to the first-order one in the orbital longitude. 
Its example is the equation of time development of true anomaly in the Keplerian 
. 
motion ， 

df -= v(l + ecosf)2 where v三 n(l -e2)―3/2, (2.1) 
dt 

which is nothing but a rewriting of Kepler's second law or the defining relation of 
the angular momentum. 
In fact, we observed that the presence of the perturbations only enlarges this zero-
growth to the square-root-growth邸 wasalready observed in Figure 2. This low rate 
of error growth is understood by the statistical accumulation of zero-mean random 
errors. Of course, this is only for some initial ph邸 esand the actual integration 
errors will increase more rapidly when the truncation errors become dominant. In 
any sense, these changes in the manner of error growth has led to a drastic decrease 
of the overall integration errors as seen in Figures 1 and 2. 
Recently, we elaborated these orbital longitude methods by introducing Sund-
mann's time transformation [14], which enhances the original orbital longitude meth-
ods especially in the highly eccentric cases. 

3 APPLICATION TO KS-REGULARIZED MOTION 

The concept of the manifold correction is not limited to the direct integration in rect-
angular coordinates. Since the two orbital longitude methods [9, 10, 11] loose their 
efficiency in highly eccentric cases, we applied the same idea to the K ustaanheimo-
Stiefel (KS) regularization. 
In terms of the KS-regularized orbital motion, the Kepler energy relation reduced 
to that of, H, the total energy of the four-dimensional harmonic oscillator, 17, asso-
ciated to the regularization; 

H=T+V, (3.1) 

where T三 (u')2/2 and V三ー(J</2)乎 arethe kinetic and potential energies of the 
associated four-dimensional harmonic oscillator, and'denotes the differentiation 
with respect to the fictitious time, s, the independent variable in the KS regulariza-
tion. Again the correction is done by the single scaling. This time the scale factor 
is explicitly evaluated as 

U=~. (3.2) 

In late 1970's, :rvlikkola invented a similar device to correct the KS variables to 
maintain the orbital energy (E) and the magnitude of the orbital angular momentum 
(J) of a binary subsystem. Then Aarseth named it the EJ scaling [l]. We confirmed 
that the single scaling to maintain the Kepler energy consistency in terms of the KS 
variables is slightly better than the EJ scaling [12]. Next we developed it into the 
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quadruple scaling method. which adjusts all the four components of the harmonic 
oscillator associated with the KS regularization (13]. 
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Figure 3 - Similar as Figure 1 but for a highly eccentric (c = 0.6) orbit integrated by 
the methods using the KS regularization; (1) the original KS regularization 
[21), (2) the single scaling method [13], (3) the quadruple scaling method 
[13), (4) the KS regularization using the time clement in a primitive form, 
(5) the single scaling using the time element [15], au<l (6) the quadruple 
i;caling using time element [15]. The symbol'+T'denotes the usage of time 
element. Most of the curves ru・e multiplied with some factori; to avoid an 
overlap with others. The step size in the fictitious time was fixed through 
the integration and made so large that one orbital period in the real time is 
covered by only 36 steps. The order of the Adams method was set a.-; that 
led to the least errors; the 13th for the two methods of quadruple scaling, 
and the eleventh for the others. 

See Figure 3 showing the performance of these two scaling methods. Again the 
scaliug reduces the error growth rate from quadratic to linear in the long run, al-
though the appearance of :,ome amount of periodic errors arc uuchanged. The 

quadruple scaling provides the better performance. However, we should note that 
this iH at the cost of increru;e of variables to be integrated simultaneously from 10 

to 13. 
Unfortunately, even the quadruple scaling method could not achieve the zero 
growth of integration error. Therefore we examined the origin of the quadratic 
and linear error growth in the KS regularization with and without the Healing. 
During the course of investigation, we unexpectedly discovered that the integration 
error of a harmonic oscillator can be reduced to achieve the zero-growth manner if 
the integrator adopted is sufficiently precise. Also we found that the cause of total 
error growth lies in integrating the development equation of physical time 

t'= r三＃． (3.3) 

Once Stiefel and Schcifclc [21] proposed to integrate not the physical time, t, but 
its function named the time element, T. defined as 

T 三 t-(¼) 、fi. 国＇． {3.4) 
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A primitive form of the equation of motion of r becomes as 

r'= r -(½)但）']2 十．．．， (3.5) 

where we omitted the terms reducing to zero in the case of unperturbed motion. 
Adoption of this primitive form leads to the supression of periodic part whose ap-
pearance is eminent in the initial phases as seen in Figure 3. 
On the other hand, if one rewrites the first two terms by using the Kepler energy 
relation, the above equation of motion is further simplified邸

T'= -(点）＋・・・， (3.6) 

where the first term remains to be a constant in the limit of unperturbed case. 
Namely the motion of the time element reduces to a linear function of the fictitious 
time in the limit of unperturbed orbits, which can be integrated error-free by any 
kind of proper integrator. We confirmed that the combination of this elaborated 
form and the quadruple scaling guides us to the zero growth of unperturbed orbit 
integration in the KS-regularized formulation as was already shown in Figure 3. 
In any case, the magnitude of the periodic error observed commonly in the KS reg— 

ularization integrating the physical time, t, no longer appears after its replacement 
by the time element, T. 
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We have performed N-body simulations on the stage of protoplanet formation from 
planetesimals. Generally accepted planet formation theory suggests that protoplan-
ets are formed through accretion of rv km sized planetsimals. The formation process 
proceeds in the nebular disk. Hence the bodies in the disk suffer gfぉ dragand in-
teract tidally with the nebula. Such interaction triggers the type I migration. We 
found that the runaway protoplanet forms a gap in the planetsimal disk. It results in 
the slow down of the migration by factor of rv 0.7, and the accretion rate. However, 
the shepherding does not last so long. Hence the overall migration time scale can 
not be changed by the formation of the gap in the planetesimal disk. However, if 
the depletion of the gas occurs from the inner region of the disk, the planets may 
survive from migration. 

1 Introduction 

According to the planet formation scenario, planets are formed through the accretion 
of smaller bodies. The f"V km sized planetsirnals coagulate and runaway accretion 
takes place to form runaway bodies, which are called protoplanets (Greenberg et 
al.1978, Wetherill and Stewart 1989, 1993, Spaute et al. 1991, Barge and Pellat 1991, 
Kokubo and Ida 1996, Inaba et al. 2001). Such runaway bodies continue to grow 
oligarchicly and form f"V 20 1v1ars-sized protoplanets in the terrestrial planet region 
(Kokubo and Ida 1995, 1998, 2000, Weidenschilling et al, 1997). The protoplanets 
coagulate and form terrestrial planets (Chambers and Wetherill 1998, Agnor et al. 
1999). The bodies'highly eccentric and inclined orbits are damped by the residual 
gas and planetesimals (Agnor and Ward 2002, Kominami and Ida 2002). 
Since the above formation takes place in gas disk, the bodies suffer the aerody-
namical gas drag (Adachi et al. 1976) and the gravitational drag due to disk-planet 
interaction (Goldreich and Tremaine 1979, 1980). The protoplanets migrate due to 
this disk-planet interaction (Ward 1986, Korycansky and Pollack 1993, Tanaka et 
al. 2002). This type of migration is known as Type I migration. Their eccentricities 
and inclinations are damped due to the effect as well (Shu et al. 1983, Ward 1988, 
1993, Artymowicz 1993, 1994, Ward and Hahn 1994, Tanaka and Ward 2004). 
First, the orbital elements of planetesimals are mainly damped by the aerodynam-
ical gas drag, for the bodies are still small. When a body becomes larger than the 
size of the moon, the gravitational drag dominates the dynamics. The protoplanets 
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are about Mars-sized, and larger than this critical mass. Hence, the tidal interac-
tion has large effect on formation of protoplanets. The migration time scale for a 
tvlars-sized planet at lAU is,....., 7 x 105 years (Tanaka and ¥,Varel 2004). Hence, if the 
disk-planet interaction is included, planets fall to the sun and can not be formed. 
Previous N-body simulations have not included disk-planet interaction for simplifi-
cation. ¥,Ve have included both of the drag forces; the aeroclynamical gcl.".i drag and 
gravitational drag, and carried out N-bocly simulations on formation of protoplan-
ets. We put one runaway body in the planetesimal disk in order to investigate the 
accretion process. The runaway body induces a wave-like pattern, creating a gap in 
planetesimal disk.'Ne investigated how this gap effects the accretion and migration 
of the runaway body. Gap formation leads to a high density region in front of the 
protoplanet, and it may alter the migration speed and the accretion process from 
the models that do not consider the gap formation. In the next 8cction, the model 
and the initial condition are explained. The following section shows the results, the 
last section is the conclusion and the discussion. 

2 Model 

2.1 Calculation Method 

We integrate orbits with 4th order Hermite scheme (Makino and Aarseth 1992) and 
hierarchical individual time step (i¥Iakino 1991). The equation of motion is written 
as below. 

他 G1\{~G.1'1·
可＝一戸r,―苔兄ー :.13 仇— r.)+ f gru、+f.,,,ヽ， (2.1) 

巧 isthe heliocentric position vector of particle j. The first term is gravity of central 
star, the second term is mutual gravity between the particles, the third one f gm: is 
aerodynamical g邸 dragand the last term ! grav is drag due to tidal interaction with 
gas nebula. The last two forces are explamed in the next section. Since the total 
mass of the planetesimals (and the protoplanets) is rv 10-6 time8 the ma.ss of central 
star, the indirect term is negligible. 
When the distance between t¥vo bodies becomes less than their sum of radii, we 
consider the bodies to merge, assuming perfect accretion. Physical radius of a body 
is determined by its mass m and internal density pp as 

r= (玉~r3 (2.2) 

We adopt 3gcm -3 as for PP. 
In order to shorten the calculation time, we enhance the collision by expanding 
the radii of the bodies only at collision detection by 5 times 1::1.."i in Iくokuboand Ida 
(1996). 
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2.2 Drag Forces 

2.2.1 Aerodynamical Gas Drag 

The・aerodynamical gas drag force per unit mass takes the form as following (Adachi 
et al. 1976). 

f 
1 

gas= --0町 Pgaslulu.
2m 

(2.3) 

Co is the gas drag coefficient, which we adopt Co = 0.5. r is the body's physical 
radius, mis the mass and Psas is the disk gas density, which is written as below, 

'fp -11/4 
Pgas = 1.4 X 10-9 (可) (g cm―3) (2.4) 

where rp is the body's distance from the central star and u is the relative velocity 
of the body and the disk gas. For the pressure gradient, the disk gas velocity Vg邸 is
slightly slower than the Kepler velocity Vkep・We included the effect as following. 

Vg邸=(1 -TJ)Vkep (2.5) 

where 

rJ = 0.0019 (品）1/2. (2.6) 

If we adopt minimum m邸ssolar nebula, The time scale for the g邸 dragto be 
effective is 

Tg邸＝五106(iY13 cg: い）2/3 (匂）ー1晶）13/4 (命）―1years 
(2.7) 

where~g邸 is gas surface density and邸 isgas surface density of minimum mass 
nebula. 

2.2.2 Gravitational Drag due to Disk-Planet Interaction 

A planet in the disk perturbs the disk gas and forms a density wave. It effects the 
orbital elements of the planet embedded in the disk. Many study have been done to 
investigate the evolution of the body's eccentricity and inclination (Shu et al. 1983, 
Ward 1988, 1993, Artymowics 1993, 1994, Ward and Hahn 1994). Tanaka and Ward 
(2004) carried out linear calculation to investigate three dimensional density wave 
formed by planets with eccentricity and inclination. They derived the force exerted 
on the planet embedded in the disk, which damps the eccentricity and inclination. 
The force per unit mass is written as following. 

4 

/r;av,, = (号）（竺） Eg.,,a訊{2A珈o-r忍K(rvll+ A訴） (2.8) 
$ 

/r;av,9 = (翌）（号）4 Eg.,a訊(2A8[vo -rpnK(rp)] + A託） (2.9) 

/r;av,z = (是）（号）：戸訊(2A氾+A団） (2.10) 
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where c is the sound speed, ap is the semimajor axis and叫 isthe angular velocity of 
the planetesimal (protoplanct). u0・Vrarc azimuthal and radial velocit)「respectively.
The coefficients are 

A~= 0.057,A: = 0.176, 

A~= -0.868,Ai = 0.325, 

A~= -l .088,A: = -0.871. 

{2.11) 

(2.12) 

(2.13) 

If .. we assume mmnnum mass chsk tl , 1e tune scale for eccentnc1ty and mclmat1on 
damping due to the disk-planet interaction i8 

Tgm, = 4 X 102国）2 (位）-I (信）ー1years (2.14) 

The density wave exerts a torque on the planet. If minimum m邸 smodel is assumed, 
the net torque exerted on the planet is negative, and the planet migrates inward 
(¥¥Tard 1986, Korycansky and Pollack 1993, Tar呻 act al. 2002). Tanaka et al. (2002) 
has carried out a linear calculation to calculate the torque iu three dimensional disk. 
Azimuthal force is derived by the torque and take8 a form as following, if minimum 
mass disk model is assumed, ! ! 

2 

Jg,nv,mig = 2.17 (伊）（号） E和""悶
$ 

(2.15) 

This force is added to the azimuthal component fgrnv,o to express the migration 
effect. Assuming the minimum mass disk model, the migration time scale is 

Tgrnv,m;g = 7.0 X 104信）→（嘉）:J/2 (屠）ー1years (2.16) 

If we equate (2.7) and (2.14), we can acquire the mass that the disk-planet interaction 
become dominant over aeroclynamical gaH drag. ¥Nheu the ma.i,s reaches 0.0031vl釦
disk-planet interaction takes over the gas drag. 

2.3 Initial Condition 

We carried out 3 simulations. Each of them starts with 8440 planetesimals, ranging 
from 0.9 AU to 1.1 AU, and one runaway protoplanct at l.05AU. Protoplanet's 
mass is 3 x 1026 g and each planetesimal h邸 3x 102:i g. The mass distribution 
follows the minimum mass model. The planetesimal mass is larger than it should 
be (Inaba et al. 2001) in order to save the number of particles and the simulation 
time. The aerodynamical gas drag is 40 times that of minimum mass disk in order to 
express the same strength of drag force on smaller planetesimals. The drag force on 
3 x 1023g body in the 40 times the minimum mass is the same as that on 5 x 1018g 
in 1 times the minimum m邸snebula. The disk-planet interaction force f gra: is 
enhanced in simulation 2 and simulation 3 in order to see the faster evolution. 
Simulation 1 includes the f grav with E邸` ＝玩， simulation2 includes Egas = 2 x玩
and simulation 3 is with Eg⑮ = 3 x E1:1・
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3 Result 

Figure. I shows the orbital evolution of simulation 1. It shows the snap shots of 
particles'eccentricities and semimajor axes. A runaway body initially placed at 
1.05 AU opens a gap in planetesimal disk in a time scale of about 104 years. A 
high density region forms in front of the protoplanet. The runaway body seems to 
shepherd the planetesimal disk. However, smaller runaway bodies start to form in 
rv 3 x 104 years, and the gap start to break clown. The snap shots of simulations 
2 and 3 are shown in fig.2 and fig.3 respectively. The number of smaller runaway 
bodies are less than in simulation 1 in both of the simulations. Since the migration 
speed is enhanced in simulations 2 and 3, the protoplanet sweeps through the disk in 
shorter time scale, not waiting for the runaway growth to happen in the planetesimal 
disk in front of the protoplanet. 
Now we would like to see the time evolution of the disk density in specific re-
gions. Figure.4 is a snap shot at t = 4058 years of simulation 1. Horizontal line is 
normalized displacement from where the protoplanet was initially placed as below. 

～ 

b= 
(L - <Lp,O 

'l'H,p 
(3.1) 

where TH,p is the hill radius of the largest runaway body m朽

mp 1/3 叩＝（声)llp,O・ (3.2) 

The vertical line is expressed in normalized eccentricities and inclinations as below. 

2・2 1/2 
伊+12)1;2 = (e + 1,) ap,o 

1'H,p 
(3.3) 

Four dotted lines are Jacobi energy lines. Jacobi energy (Hayashi et al. 1977) EJ is 
defined by 

局＝；伊+i2) -~(b -bp) 2 +~ ・ (3.4) 

Two lines placed in the middle of the figure, are the lines of EJ = 0. The outer 
lines are EJ = -25 We put the outer lines so that they enclose the planetesimal-rich 
regions. We plotted the total planetesimal mass evolution ii_! the inner region of the 
protoplanet (between the EJ = 0 line and恥＝ー25where b < 0, from now on, this 
region is called region A),_ the outer region of the protoplanet (between the EJ = 0 
line and局＝ー25where b > 0, from now on, this region is called region B), and the 
region between the EJ = 0 lines (region C). Figures 5,6 and 7 are for simulation 1, 2 
and 3 respectively. The vertical line is the total planetesimal mass divided by mass 
of the largest runaway body. In all of these three figures, the top line is for region 
A, middle line is for region B and the bottom line is for region C. Bottom line of 
fig.5 drops significantly in rv 104 years, indicating that a gap is formed in such time 
scale. The top line stays at rv 1 for rv 3 x 104 years. This means that equivalent 
mass of planetesimals to the protoplanet is shepherded during this period. After 
that period, the middle line starts to increa..<,e and the shepherding breaks down. 
The time of shepherding-break-down and the formation of smaller runaway bodies' 
formation is coherent. Hence, in simulation 1, it is reasonable to assume that the 
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Figw・e 4 - A snap sl10L at l = 4058 years of sirnulatio11 1. The clotted lines arc .Jacobi 
Energy lines, from left, E.1 = -25, 0, 0, -25. 

shepherding period is tru11catccl [or Lhc runaway growth of smaller bodies in Lhc 

inner region. 

In fig.6 a11d fig. 7, the Lop lines, which are the lines for region A, reach "'1 .4. 

The higher density isしheresulL of the faster migration. The migration time scale 

is shorter LhanしheLime scale for the runaway gTowしhin the region. However, 

evenい!it.lly,しhe:,liephcrcling breaks d01rn in these cases as well. The reason forしhe

phase change from Lile shepherding to the predator in simulation 2 and 3 seems Lo be 

the mass orしheproLoplanet. Al the point ,,-hen the protoplauet becomesえ4x LOW 
g. Lhe shepherding seems Lo break down in these simulations. 

How the disk dcnsiLy evol11tion effects the protoplanct's growth and migration is 

indicaLccl in figs.8 to J 3. Fig.8 shows the time evolution ofしhelargest runaway 

body's 111ass in simulation 1. The cloLtecl line is the analytical estimate, eq.(3.15), in 

Ta11.-1ka and fda (1999). This estimate is for a protopla11et being a predator. 11'11ich 

meansしhaLit does noL account for the effect of the gap in the planetesimal disk. 
Duringしhefirst 3 x 10'1 years. the gro,,・th rate is low compared to the a11alyLical line. 

This is clue toしhe!'orn1aLion of a gap and decrease of number of planet,esimals which 

the protoplaneL can accrctc. However, after 3 x 10-1 years, Lhe growth rate increases 

to the value of'abouL the same asしheanalytical value. This change takes place 

almosしsim11lしaucouslywiしhthe gap-break-clown, which is shown in fig.l. He11ce, 

the increase of the growth rate i:; due to the disappearance of the gap, which is 

caw;cd l>y fon11aLio11 of oLlter runaway bodies in the high density region in front of 

しheprotoplaneL. The period for low accretiou rate is "'2 x I 0'1 years in figs.9 a11cl 

1.0. The time scale for (;he break down ofしhegaps in figs.2 and 3 is abo11(, しhesame 
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Figure 5 - Time evolution of total planetesimal 1m1.-;8 iu region A, Band C for simulation 

1. Vertical邸 isis the total planetesimal mとt.<,8iu each region normalized by 

ma.ss of the largest runaway body. The top line is for region A, middle one 

is for region B and the bottom line is for region C. 
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Figure 8 - Time evolution of runaway body's mass for simulation 1. Dotted is analytical 
estimate, and the solid line is the N-body simulation result. 
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Figure 9 - Time evolution of runaway body's mass for simulation 2. Dotted is analytical 
estimate, and the solid line is the N-bocly simulation result. 
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Figure 10 -Time evolution of runaway body's ma.5s for simulation 3. Dotted is analyt-
ical estimate, and the solid line is the N-body simulation result. 

as the accretion rate increase in figs.9 and 10, respectively. 
The semimajor axis evolution of the protoplanet in simulation 1 is shown in fig. I 1. 
The dotted line is drawn analytically using eq.(2.16). The solid line is the result of 
the simulation. The gradient of the dotted line is rv 0. 7 times the solid line. The 
migration speed is moderated because the dense region in the planetesimal disk in 
region A. The total mass in region A is rv 1-1.4 times the protoplanet's m邸 sduring 

the shepherding. Decrease of angular momentum of the protoplanet is softened by 
the high planetesimal density region. However, gradually new runaway bodies form 

in the high density region eating up the gap. Hence the shepherding stops. The 
shepherding lasts for rv 30000 years. Similar phenomenon occurs in simulations 2 

and 3. The time scale for the shepherding to last is rv 30000 years and rv 20000 
years respectively. In both cases, shepherding eventually stops and the gradient of 
the solid lines increase again to the value of the analytical values. 
Tanaka and Ida (1999) derived a critical migration time scale,'Tcrit, for a shep— 

herding to take place (e.g. fig.5 of Tanaka and Ida (1999)). If a body has a mass of 
3 x 1026 g and Eg邸 forthe aerodynamical gas drag is 40邸， thecritical migration 

time scale is, 

Tcrit = 3.1 X 105TK・ (3.5) 

TK is the Kepler time. Tmig for a body with mass of 3 x 1026 g is 

Tm;g = 1.4 X 106 (舟）ーITl{. (3.6) 

A protoplanet can shepherd the planetesimals if Tmig > Tcrit・Using {3.5) and {3.6), 
this formulae leads to 

信）< 4.5. (3.7) 
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Figure 13 - Time evolution of runaway body's semimajor axis for simulation 3. Dotted 
is analytical estimate, and the solid line is the N-body simulation result. 

Since in simulations 1 2 and 3 
E ''臼） = 1, 2, 3 respectively, and satisfy the equation 

(3. 7), it is consistent with Tanaka and Ida (1999) that the shepherding takes place 

in all of the simulations we have done. ¥Ve have tried a simulation with (苦） =5 
and obtained a result with no shepherding, therefore no slow down of migration. 
Although the shepherding slows the migration for a certain period, it does not 
sustain for long enough to change the total migration time scale. If this is the 
case, in order to save the planets from falling to the sun, gas has to be depleted 
soon enough. Assuming that a body is formed at lAU and the protoplanets are 
separated with 10 mutual hill radii, the isolation mass(rniso) is 

叫 0= 0_16 (E,01;,1 
:J/2 

E~,lid,H) M(IJ, 
(3.8) 

(Kokubo and Ida 2002). Esolid is dust surface density of the disk and Esolid,H is that 
of the minimum mass disk. Assuming the gas to dust ratio of the disk does not 
change from 100 and 

Esolid E炉
＝一

Esolid,H En 
(3.9) 

migration time scale for this isolation mass is the following. 

E -5/2 
7,u;g = 4.4 X 105 (ユ竺） years 

EH 
(3.10) 

If {3.10) is longer than the depletion time scale Telep, the isolation mass can survive. 
Fig.14 shows in which disk, with what depletion time scale, planets with isolation 
ma5s at lAU can survive. The solid line is drawn by equating (3.10) and Tdep・
the dotted line indicates the disk with 1 minimum m邸 s. Planets can survive if 
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Figure 14 - Planets'survival criterion in terms of the function of gas depletion time 
scale and the surface density of the disk. Planets at lAU in the disk above 
the solid line migrate to the Sun and below the line survive. 
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the disk h邸 surfacedensity and depletion time scale below the solid line. The 
observational value for the depletion time scale is ,...., 106 -107 years. If Tdcp = 106 
years, protoplanets can marginally survive. However, if Tdep = 107 years, planets 
definitely fall to the sun. The figure shows that the isolation mass at lAU in a 
minimum mass disk survives, if the Tdep < 4 x 105 years. 

4 Conclusion and Discussion 

We have performed N-body simulations on formation of protoplanets including aero-
dynamical giぉ dragand drag force due to disk-planet interaction. The protoplanet 
opens a gap in the planetesimal disk. The gap decreases the accretion rate and slows 
the migration rate of the protoplanet. 
The low accretion rate keeps the protoplanet's mass small. Since the migration 
rate is proportional to the m邸 sof the body, the time scale for the protoplanet to 
remain in the disk will be longer if the accretion rate is kept small. The decreased 
migration rate due to the formation of high density region in front of the protoplanet, 
may lengthen the migration time scale as well. However, such shepherding period 
sustain only for ,...., 2-3 x 104 years, which is not long enough to change the migration 
time scale itself. 
lVleanwhile, if the gas depletion time scale is less than 4 x 105 years at lAU, 
protoplanets at lAU may survive in minimum mass disk. The observational value 
for depletion time scale (,...., 106 -107 years) is taken by observing the outer region 
of the disk (,...., lOOAU). It is possible for the disk gas to deplete from the inner 
region. Hence, the gas may deplete in 4 x 105 years at lAU. There is a work done 
by Inaba et al. (2003) that says the core of giant planet may form in ,...., 106 years. 
Assuming the above depletion mechanism, following scenario can be considered. 
First, protoplanets form around terrestrial planet region, gas depletes in the region, 
but still abundant in outer region where gas giant planet forms. Giant planet cores 
form in the outer region and accrete gas. The remaining gas depletes in the outer 
region in a time scale of the observational value. 
Another issue that we have to consider is a turbulence in the disk. Turbulence 
can alter the migration direction and make the bodies to jump in different places. 
There are two possible outcomes. One possibility is that such a random walk may 
slow the inward migration, because the migration direction is not uniform. Another 
possibility is that since the bodies may jump to a planetesimal abundant region in 
short period without forming a gap, accretion is enhanced and the migration become 
f邸 tcr.Our next step is to include such effect and see how the results change. 
Also, this paper only contains one protoplanet. It is more realistic to include 
several protoplanets. Interaction between the protoplanets may also change the 
result. This issue is left to future study as well. 
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Time systems employed in ancient China and Japan are investigated by analyzing 

the tables of sunrise and sunset etc. recorded in ancient China and Japan. 

It has been well known that both in ancient China and .Japan 1 day w孔sdivided 
into 12 double hours and the first double hour corresponded to the time from 23 h 

to 1 h in local apparent solar time. But it is confirmed that in the Song dynasty 
(960 AD -1279 AD) in Chiu a the firi-;t double hour cmTeHponcled to the time from 
0 h to 2 h. In China 1 clay was ahm divided into 100 equal parts called ke, which is 

translated into English as mark. This interval ke was :;ubdivided by the time unit 

called fen, and the number of fen in 1 ke varied from clyn邸 tyto dynasty. In ancient 
.Japan the time unit:; kc and fen were also used, but the lengths of both of them 
varied depending 011 eras. 

It is shown that daytime included dawn and dusk until Tang dyna.'ity, but it did 

not include dawn or dusk in Songshi in China. In ancient .Japan daytime did 11ot 
include dawn or dusk. 
It is also shown that a table of cla?time duration was ccmstructed without knowing 
the variation of the Sun's speed m one year in Houhanshu. The table given in 

Houhanshu seems to indicate that the water clocks called louke used at that time 

had a daily variation ,vhich varied with the seasons. The table of daytime duration 
and times of sunriHe and sunset was reconstructed several times until Tang dynasty, 

but it is found that all of them were based on the table given in Houhanshu except 
for one table in Suishu which incorporated new observations. It is also found that 

1この論文はSomact al. (2004)による論文のII本語誤である
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the table of daytime duration and times of sunrise and sunset given in Songshi was 
constructed with the knowledge of the variation of the Sun's speed in one year. 
All of the daytime and nighttime, the times of sunrise and sunset, and the lengths 
of shadows given in the Chinese official chronicles referred to a particular latitude of 
about 34.5 degrees, where the ratios of the daytime and nighttime duration defined 
by the sunrise and sunset arc simple values of 2/3 in the winter solstice and 3/2 in 
the summer solstice. The Japanese system took over this Chinese tradition. 
The text of this paper is written in Japanese, but the content of this paper was 
published by Soma et al. (2004) in English. 

1 はじめに

近年，天文古記録を用いて，地球自転変動や太陽活動，地球物理学的現象などの
研究がさかんに行われるようになった (e.g.Stephenson and Nlorrison 1984, Han and 
Zhang 1996, Stephenson 1997, 2003, Tanikawa and Soma 2004, Kawabata et al. 
2004). 古代の天文記録には，たとえば日食の起こった時刻などが含まれるが，これ
らを用いた研究を行うには古代の時刻制度に関する知識が必要とされる．

古代中国の時刻制度に関する記述は中国歴代の正史である二十四史に見つけられ

る．ところが日本の時刻制度に関しては日本書紀などの正史には記載されておらず，
個人の日記やお寺の記録などに散見されるだけである．

古代中国の時刻制度については Stephenson(1997)とSteele(2000)の研究があり，
日本のそれについては平山 (1913a,b)と橋本 (1966)が研究を行っているが，中国の
二十四史間のデータの関係を知ったり，中国と日本の時刻制度の関係や精度を知る
には不充分であった．古代の中国と日本では時間の単位に同じ文字を使用していた

が，その単位の長さは必ずしも同じではなかった．この論文では，古代と中世の中

国と日本の時刻記録を用いた研究を行うのに便利なように，中国については13世紀
の宋まで，日本については16世紀の室町時代の終わりまでの時刻記録を解析し，そ
れらの時代の時刻制度を明らかにする．

中国では古くから 1日を 100刻に分けていた．時刻を表示するには真夜中から次
の日の真夜中までを 12等分した十二支が使用された（補遺を参照のこと）. 12等分
したおのおのは辰刻といわれる．したがって， l辰刻は糾刻に等しい. 1 辰刻か~
数の刻数になっていないという不便さにもかかわらず，革国ではこの制度が，ごく

短期間の例外的な時期を除いて， 1628年まで使用された．この例外的な時期には，
1日の刻数は96,108, あるいは120であった.1628年以後は 1日の刻数は96になっ
た. 1刻はさらに分に分けられた. 1刻が何分になるかは王朝や時期により異なっ
てしヽた．

元史にはやや改訂された時刻制度が現れている．この制度では各辰刻が2分割さ
れ，初めのほうを初，後のほうを正と呼んでいた．元史によると，この制度は唐の
終わりころから使用されていたようである．各辰刻やその初• 正と地方時との対応
表は Stephenson(1997)とSteele(2000)に与えられている．ただし，宋王朝時代
(960 AD -1279 AD)については地方時に 1時問を加えなければならない．
中国の時刻制度ではさらに更(nightwatches)があった．更についてはStephenson
(1997)が詳しく説明しているので，そちらを参照していただきたい．
十二支や刻は日本でも使用された． しかし， 1日の刻数は中国のそれとは必ずし
も等しくはなく， 1日を 48あるいは50に等分した単位をも刻として用いていたこ
ともあった．

第2節では中国の暦法についてまとめ，第3節で中国の各正史に現れる時刻制度
について説明する．また，第4節では日本の記録に現れる時刻制度について説明す
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L
 

Table 3: 24節気．
名称 日付

270° 

285° 

300° 

315° 

330° 

345° 

冬1~dongzhi <tung-chih> 
小寒 xiaohan<hsiao-han> 
大寒 dahan<ta-han> 

立ffliclnm <li-ch'un> 
雨水 y11shui<yu-shui> 

叩~jingzhe <ch'ing-chc> 
ao 春分 dmnfen<ch'un-fen> 
15°,'cj:fりj. ，． 
<M・ ・qmgmmg <ch mg-mmg> 

30° 喝Ul:jguyu <ku-yu> 
45° 立夏 lixia<li-hsia> 

Dec 22 

Jan 6 
Jan 21 

Feb 4 

Feb 19 
l¥tlar 6 

l¥tlar 21 

Apr 5 
Apr 21 

:May 6 
May 22 

Jun 6 
.Jun 22 

Jul 8 
Jul 23 

60° 小泌 xiaoman<hsiao-man> 

75° 芭種 mangzhong<mang-chung> 

goo 夏至 xiazhi<hsia-chih> 

105° 小~xiaohan <hsiao-slm> 
120° 大甘:dashu <ta-slm> 

135° 立秋 liqiu<li-ch'in> 

150° 慮~clmshu <ch'u-slm> 
165° 白岱ihailu <po-lu> 
180° l火タ)-qiufen <ch'iu-fen> 
195° 寒媒 hanlu<han-lu> 
210° 雷降 shua.ngjiang<slmang-hsiang> 

225° 立冬 lidong<li-tung> 
240° 小雪 xiaoxue<hsiao-hsueh> 

255° 大紅?da.xue <ta-hsueh> 

Lは太陽の視黄経である．
日付はグレゴリオ暦によるおよその日付．

冬至と夏全は二至，春分と秋分は二分としても知

られる．
附杏と飢唐内では「驚蟄」は「啓蟄」とも書かれた．

名称欄でローマ字で書いたものは，初めが中国の

pinyiuによるもの，＜＞で囲ったものは従来の

Wade式によるものである．

Aug 8 
Aug 24 

Sep 8 
Sep 23 

Oct 9 
Oct 24 

Nov 8 

Nov 23 

Dec 8 

る．第5節はこの論文で明らかにしたことをまとめる．補遺では辰刻と地方時との
対応を表で示す．
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Table 4: 後漢書の昼の時問と計算値との比較．

Rec -Cal (min) 

24氣 毀漏刻 夜漏刻 Duration from without ref. with ref. 

24 qi Daytime Nighttime Sunrise to Sunset 平気 定気 平気 定気

(ke) Rec Cal pingqi dingqi pingqi dingqi 

冬至 45刻 55刻 40.0 9:36.0 9:40.1 -4 .. 1 ー4.0 ー10.6 ー10.5

小寒 45刻8分 54刻2分 40.8 9:47.5 9:47.3 十0.2 +1.7 -6.2 ー4.8

大寒 46刻8分 53刻2分＊） 41.8 10:01.9 10:05.3 -3.4 -0.2 -9.6 -6.5 

立春 48刻6分 51刻4分 43.6 10:27.8 10:30.9 -3.1 +1.5 -9.1 ー4.5

雨水 50刻8分 49刻2分 45.8 10:59.5 11:00.9 ー1.4 +4.1 -7.2 -1.7 

燈於 53刻3分 46刻7分 48.3 11:35.5 11:32.9 +2.6 +8.4 -3.1 +2.6 
春分 55刻8分 44刻2分 50.8 12:11.5 12:05.6 +5.9 +11.5 +0.2 +5.8 
消明 58刻3分 41刻7分 53.3 12:47.5 12:37.8 +9.7 +14.6 +3.9 +8.9 
穀雨 60刻5分 39刻5分 55.5 13:19.2 13:08.6 +10.6 +14.6 +4.7 十8.7

立夏 62刻4分 37刻6分 57.4 13:46.6 13:36.4 +10.2 +12.9 +4.1 +6.8 

小満 63刻9分 36刻l分 58.9 14:08.2 13:59.2 十9.0 +10.3 +2.7 十4.1

芭種 64刻9分 35亥IJ1夕｝ 59.9 14:22.6 14:14.5 +8.1 +8.4 +1.6 +2.0 
夏至 65刻 35刻 60.0 14:24.0 14:20.0 十4.0 +4.0 -2.5 ー2.5

小暑 64刻7分 35刻3分 59.7 14:19.7 14:14.5 +5.2 +5.5 -1.3 ー0.9
大暑 63刻8分 36刻2分 58.8 14:06.7 13:59.0 +7.7 +8.8 +1.4 +2.6 
立秋 62刻3分 37刻7分 57.3 13:45.1 13:35.7 +9.4 +11.4 +3.3 +5.3 
虚暑 60刻2分 39刻8分 55.2 13:14.9 13:07.2 +7.7 +10.3 +1.8 +4.4 
白露 57刻8分 42刻2分 52.8 12:40.3 12:35.7 +4.6 +7.4 -1.2 +1.7 
秋分 55刻2分 44刻8分 50.2 12:02.9 12:02.7 +0.2 +2.9 -5.4 -2.8 

寒露 52刻6分 47刻4分 47.6 11:25.4 11:29.3 -3.9 ー1.7 -9.6 -7.5 

霜降 50刻3分 49刻7分 45.3 10:52.3 10:56.7 -4.4 -3.1 -10.2 -8.9 

立冬 48刻2分 51刻8分 43.2 10:22.1 10:26.G -4.5 -4.2 ー10.5 ー10.2

小雪 46刻7分 53刻3分 41.7 10:00.5 10:01. 7 -1.2 -1.6 -7.4 -7.9 
大雪 45刻5分 54刻5分 40.5 9:43.2 9:45.2 -2.0 -2.6 -8.4 —9.1 
冬至 45刻 55刻 40.0 9:36.0 9:40.1 ー4.1 -4.0 -10.6 ー10.5

＊）大寒の夜漏刻は「53刻8分」と書かれていたが，その既漏刻の値と矛盾していた．そ
のため，ここでは「53刻2分」を採用した．
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Table 5: 後樅ifの影の長さ• 太陽の極距離と計算値との比較．

24氣 Shadow length Rec -Cal 黄道去極＄） Rec -Cal 
24 qi 只示~ノク 平気 定気 Sun's polar distance 平気 定気

Rec Cal ]1111岬 dingqi Rec Cal pzn．gqi ． dingqi 

(C.ft) (C.ft) (C.ft) (C.deg) (deg) (deg) (deg) (deg) 
冬至 13. 12.85 +0.15 +0.14 115 113.35 113.67 -0.32 -0.33 

小寒 12.3 12.34 ―0.04 -0.14 113強 111.50 112.6 l -1.11 -1.33 
大寒 11. 11. 1:3 ―0.13 -0.33 110大弱 109.10 109.8G -0.76 -1.25 
立春 9.6 9.59 十0.01 -0.25 lOG~ 少強 104.79 105.74 -0.95 -1.71 
雨水 7.95 8.02 -0.07 -0.34 101強 99.67 100.63 -0.96 -1.91 

驚於 6.5 6.5G ー0.06 -0.31 95強 93.76 94.92 -1.16 -2.21 
春分 5.25 5.28 -0.03 -0.23 89強 87.85 88.98 -1.13 -2.15 

消明 4.15 4.18 -0.0:3 -0.lD 83少弱 81.99 83.14 -1.15 -2.04 
穀雨 3.2 3.2G ー0.0G -0.17 77大強 76.70 77.7:3 -1.03 -1.72 

立夏 2.52 2.52 ().00 -0.06 73少弱 72.14 73.06 -0.92 ー1.36

小禍 1.98 1.97 十().()1 -0.03 69大弱 68.69 an.4;3 -0.74 -0.96 

ど種 1.68 1.63 +0.05 +0.04 67少弱 66.22 G7.12 -0.90 -0.95 

夏至 1.5 1.52 ー0.02 -0.02 67強 66.lG GG.32 -0.16 -0.16 

小暑 1.7 1.64 +0.06 +0.06 G7大強 66.84 67.12 -0.28 -0.33 

大暑 2. 1.98 +0.02 -0.01 70 69.00 G9.47 -0.47 -0.65 

立秋 2.55 2.54 +0.01 -0.04 73半強 72.57 7:3.17 -0.60 -0.93 

虚暑 3.33 3.30 +0.0~3 -0.04 78半強 77.50 77.9G -0.46 -0.92 
白露 4.35 4.24 +0.11 +0.01 84少強 83.10 83.52 -0.42 -0.93 

秋分 5.5 5.38 +0.12 +0.02 HO半強 89.32 89.51 -0.19 -0.68 

寒露 6.85 G.72 +0.13 +0.04 96大強 95.42 95.59 -0.17 -0.55 

霜降 8.4 8.22 +0.18 +0.11 102少強 100.84 101.36 -0.52 -0.74 

立冬 10.*) 9.84 +0.lG +0.15 107少‘り狽 105.77 106.45 -0.68 -0.73 

小雪 11.4 11.36 +0.04 十0.07 111弱 109.28 110.43 -1.15 ー1.07

大雪 12.56 12.49 +0.07 +0.12 113大強 112.18 112.92 -0.74 -0.65 

冬至 13. 12.85 +0.15 +0.14 115 113.35 113.67 -0.32 -0.33 

＊）立冬の日の影の長さは四庫全告電子版に「10.42尺」と与えられているが，中華

告黄局道発行極の書物では 「10庫尺全」である． ここでは 「10尺」 を採た．用中し華た舟． 
＄） 去は4つの値が四 書と中華吉局とで異なってい 局の値の

方が変化がより自然なので．ここでは中華舟局の値を採用した．
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Figure 1―後漢書(Houhanshu)と宋書(Songslm)の昼の時間．宋書の昼の時間は
冬至や夏至に関して対称である．

2 中国の暦法

この節に書くことはすでによく知られていることかも知れないが，この論文で議

論することの予備知識としてここにまとめておく．

中国の暦法は太陰太陽暦であり，したがって，月と太陽の動きに基づいている．各

月の 1日は新月の日で， 1ヶ月の平均は29.53... 日， 1太陽年は365.24... 日で 12ヶ
月より 10.87... 日だけ大きい．そこで2年か3年に 1度，閏月を入れる必要がある．
初めは閏月を入れる明確な決まりはなく，必要に応じて閏月が挿入されていた．

紀元前600年ころから，中国では二十四節気が使用された．気は15日問で，その
初めの日は太陽黄経が 15° の整数倍になる日である．各気の期間の合計は360日で，
1太陽年に約5.24日だけ足りない．そこで中国の暦法では，約70日に 1日の割りあ
いで没日と呼ばれる日を加え，各気の初めの日が太陽黄経が 15° の整数倍になるよ
うにしていた (Table3). 
太陽黄経が 30° の整数倍になる日は「中」， 15° の奇数倍になる日は「節」と呼ば
れる．「中」から次の「中」までは約30.4日，新月から次の新月までは約29.5日なの
で， 1ヶ月の中に「中」がない月がある．その月を閏月とし，閏月のある年が閏年で
ある．

二十四節気の日を決める方法には平気（または恒気）と定気と呼ばれる 2つの方
法がある．平気は天球上の太陽の動きを一定とするもので，したがって二十四節気

-154 -

60ke 

55ke 

50ke 

45ke 

40ke 



＾ l¥lit:-;mu SOMA et al. 

の日は 1太陽年を 24に等分して定められた．定気は 1年問の太陽の動きの変化を考
應して太陽の視黄経から二十四節気の日を定める．薮内 (1969,p. 88)によると．中
国では太陽の動きの変動が西暦550年ごろに張子信によって初めて認められ.I附王
朝 (581-619)以降のH食計算にそれが考慮されたが．定気による二十四節気の日付
けが暦に取り入れられたのは消王朝 (1616-1912)になってからということである．

3 中国の時刻制度

この節では中国の各王朝の正史に現れる時刻制度について説明する．
環」という単位が中国の正史に最初に現れたのは漢書巻 11, 26, 75である．漢
書は後漢の西暦82年ごろに班固が編集したものである．巻26には， 1日の刻数が一

時的に 100から 120に変更されたことが古かれているが，それ以上の詳しい記述は
漠書には見つけられない．

時間の単位に関する詳しい記述は後漢害に初めて現れる．宋書によると，魏が後

漢の王座を奪った時に後漢の天文記録は呉のもとにあり，後に南朝の宋が所有した

ということである．次の正史である三国志は，西暦285年から 297年にかけて陳壽
が編集したものであるが，時刻制度に関する記述は見つけられない．ただ，元史の

巻53に，三国時代に十二支が時刻を示すのに使用されたことが書かれている．

時間の単位については，後漢書の次に，晉書，宋書，,~淵も約唐書，宋史などに
記述されていることが見出される．宋古までは，昼夜の長さが刻と分の単位で与え
てあるが，日の出入り時刻については古かれていない．附古で初めて日の出入り時
刻が十二支を用しヽて与えられることになる．

3.1 後漢書

後漠書は西暦25年 220年の後渓について書かれたもので，西暦432年ごろに南
朝の宋の池嘩によって編集されたものである．
後漢書志第三律暦下暦法には昼夜の長さと正午における長さ 8尺のノーモン
（周僻あるいは表と呼ばれる）の影の長さ，黄道去極（天の北極からの太陽の角距

離）が二十四節気の日に対して掲載されている.Table 4とTable5はそれらの記録
と我々の計算値との比較を示している.Table 5で示すように，これらの観測は首都
である洛陽の近くの陽城（緯度 34°.43)で行われたという証拠があるので，計算は西

暦100年の陽城に対して行った．太陽の位樅計算には米国 .JPLのDE406(Standish 

1998)を使用した．
Table 4は後漢害に由かれている昼夜の長さを示す．昼と夜の長さを加えれば 100
刻になることから， 1刻は 10分に等しいことがわかる．

昼の時間にはH出前の且2.5刻と H人後の昏2.5刻が含まれている.2.5刻は現在
の単位でいうと 36分になる．表の第4欄には昼の時問から 5刻を引いて日出から日
入までの時間を刻 (kc)の単位で示し，第5欄にはそれを現在の時間単位で示した．

冬至と夏至のH出から日入までの時間の和が100刻になっていることから，日出や
日入は大気差がないとしたときの太陽の中心が地平線に一致するときとしていると
考えられるが，これが他の H にもあてはまるかどうかはわからないし，また，—+
四節気の日付が平気と定気のどちらで決定されているかもわからないので，大気差

を考慮しない場合(withoutref.)と考慮した場合(withref.)の平気と定気で計算した
日出から日入までの時間と後漠書の記録を比較し，差（記録値 Recから計算値 Cal
を減じた値で，現在の分の単位で示したもの）を表の第7欄から第 10欄に示した．
第6欄に示した値は大気差を考慮しないで平気による日付で計算した値である．ま
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た，平気による日付は夏至の日付が定気による日付と一致するとして計算し，日出・
日入の時刻としてはいずれの場合も太陽の中心が地平線に一致するときとした．

日出から日入までの時問が冬至や夏至に関して対称になっていないことは二十四

節気の日付が平気で定められていることを示していると考えられる．特に，その時

問がたとえば，小寒と大雪では小寒の方が長く，春分と秋分では春分の方が長いこ

となどが平気によるものであることと一致している．全体的に見ても，平気とした

ものの方が計算値との差が小さい．秋分から春分までは大気差を考慮しないで計算

した値に近いが，春分から秋分までは大気差を考慮した場合の計算値に近いことが

わかる． しかし，日出や日入の時刻の定め方が季節によって異なっていたとは考え
にくいので，この事実は当時用いていた漏刻と呼ばれる時計に，夏の昼に速く進む

というような季節による日変化があったということを示しているのかも知れない．

Table 5は垂直に立てた長さ 8尺の棒（ノーモン）の正午における影の長さと太陽
の天の北極からの角距離を示す．中国の尺は 20cmから 30cm程度の長さで，王朝

によって変化していたといわれる（呉 1981).Calの欄に示したのは，西暦100年の
陽城（緯度 34°.43)における値で，二十四節気の日付は平気によるものとし， DE406
を用いて計算した値である．

影の長さも太陽の天の北極からの距離も冬至や夏至に関して対称ではない．夏至

の前後で夏至から同じように離れた日における値を比較すると夏至後の方が大きく
なっている．これらの事実も二十四節気の日付は平気によって定められていること
を示している．

h, d, 6をそれぞれ棒の長さ，影の長さ，太陽の赤緯とする．観測地の緯度¢ とそ
れらとの間には

¢= 8 + arctan(cl/h) (3.1) 

の関係がある．棒の影の長さの測定精度は年間を通して等しいとし， 6には理論値
を使用して，平気を仮定して表に示してある dから最小二乗法で¢ を求めると

¢= 34°.54士0°.06 (3.2) 

となる．求められた緯度の値が首都の洛陽（緯度34°.75)よりその近くの陽城（緯度
34°.43)の方に近いことから， Needhamand Wang (1959)が議論しているように，

漢時代の天文観測は陽城で行われたことを示していると思われる．およそ 0°.lの差
は太陽の視直径が約 0°.25あることにより，影に本影と半影があることから，測定
値に系統誤差が生じたためと考えられる．

Table 5の第6欄に示してある角距離は中国の度単位である．中国の度は365.25
度が1周にあたることから，第7欄に普通の度単位に換算して示した．また，度の
小数は文字で示してあるが，それらの文字が実際にはいくつであったのかは必ずし

も明らかではない．ここでは，次の値を採用して換算した（上田 1939).

弱＝ー1/8,強=1/8, 少弱=3/16, 少=1/4, 
少強=5/16, 半弱=3/8, 半=1/2, 半強=5/8, (3.3) 
大弱=11/16, 大=3/4, 大強=13/16. 

平気を仮定して残差 Rec-Calの平均を求めるとー1°.09となり，影の長さから得

られた緯度の差よりかなり大きい．この事実は太陽の天の北極からの角距離を測定
する装懺に系統誤差があったか，あるいは影の長さから太陽の高度を求めるための
三角関数表にあたる換算表に誤差があったためと考えられる．

3.2 晉書

晉書は西暦265年から 420年までの晉について書かれたもので，唐時代の西暦648
年に房玄齢が編集したものである．

-156 -



lVlitsnru SO:MA et al. 

Table G: 宋内の昼の時間と計算値との比較．

Rec -Cal (min} 
24氣 査漏刻 夜漏刻 Duration from without, ref. with ref. 
24 qi Daytime Nighttime> Sunrise to Sunset 平気 定気 平気 定気

(ke) Rec Cal pingqi dingqi pin. gq・i . din_qqi 

冬至 45刻 55刻 .10.0 9:36.0 9:40.3 -4.3 -4.3 -10.8 -10.8 
小寒 45刻6分 54亥IJ4ク -10.6 9:44.6 9:47.3 -2.7 -1.5 -9.1 -7.9 
大寒 46亥lj7夕｝ 53亥lj3分 .J 1. 7 10:00.5 10:05.1 -4.G -1.8 -10.8 -8.1 
立春 48亥lj4夕｝ 51亥ljG 5)- 43.4 10:25.0 10:30.5 -5.5 -1.4 -11.5 -7.5 
雨水 50笏J5夕｝ 49亥IJ5分‘ 45.5 10:55.2 11:00.5 -5.3 -0.3 -11.1 ー6.1
驚蟄 52刻9分 47亥IJlク｝ 47.9 11:29.8 11:32.6 -2.8 +2.6 -8.5 -3.1 
春分 55亥lj5分 44亥lj5ク｝ 50.5 12:07.2 12:05.3 +1.9 +7.2 -3.8 +1.5 
清明 58刻 42刻 53.0 12:43.2 12:37.6 +5.6 +10.4 -0.1 +4.7 
穀雨 60刻3分 39亥IJ7 5t 55.3 13:16.3 13:08.4 +7.9 +11.8 +2.1 +5.9 
立夏 62伎1Ja夕｝ 37亥IJ7分‘ 57.3 13:45.1 13:3G.2 +8.9 +11.5 +2.8 +5.5 
小満 63亥IJ9ク｝ 36亥IJ1分 58.9 14:08.2 13:59.0 +9.2 +10.5 +2.9 +4.3 
芭種 64燒J8分 35亥IJ2ク｝ .59.8 14:21.1 14:14.3 +6.8 +7.2 +0.3 +0.7 

夏至 65刻 35刻 GO.O 14:24.0 14:19.7 +4.3 +4.3 -2.2 -2.2 

小暑 64刻8分 35刻2分 59.8 14:21.1 14:14.3 +G.8 +7.2 +0.4 +0.7 
大暑 63亥lj9)J' 36刻1分 :,8.9 14:08.2 13:58.9 +9.3 +10.5 +3.1 +4.3 

立秋 62刻3分 37亥IJ7 7)' 57.3 13:45.l 13:35.7 十9.4 +11.5 +3.3 +5.5 
慮暑 60瑚J3ク｝ 39亥lj7分‘ G5.3 13:16.3 13:07.4 +8.D +11.8 +3.0 +5.9 
白露 58刻 42刻 5;3.0 12:43.2 12:36.0 +7.2 +10.4 +1.4 +4.7 

秋分 55笏J5夕｝ 44亥IJ5分 50.5 12:07.2 12:03.1 +4.1 +7.2 -1.6 +1.5 
寒露 52刻9分 47亥IJl分‘ -17.9 11:29.8 11:29.9 -0.1 +2.6 -5.8 -3.1 

霜降 50刻5分 49刻5分 45.5 10:55.2 10:57.4 -2.2 -0.3 -8.0 -6.1 

立冬 48刻4分 51刻6分 43.4 10:25.0 10:27.3 -2.3 -1.4 -8.4 -7.5 

小雪 46亥lj7夕｝ 53亥lj3分‘ 41.7 10:00.5 10:02.4 -1.9 -1.8 -8.1 -8.1 

大雪 45亥lj6)J" 54亥lj4夕｝ LlQ,G 9:44.G 9:45.7 -1.1 -1.5 -7.5 -7.9 

冬至 45刻 55刻 40.0 9:36.0 9:40.3 -4.3 -4.3 ー10.8 ー10.8

昼夜の時11~]· 影の長さ・天の北極からの太陽の角距離は晉曹巻十八に書かれてい
る．昼夜の長さと影の長さの数値は後漢書の値と全く同じである．天の北極からの
太陽の角距離も度の小数を表す文字がいくつか異なっているものがある以外は同じ

であるが，それらの文字も同じ後漢書について四庫全書電子版と中華書局発行の書

物で異なっているものがあることを考えると，後漢書と晉書で文字が異なっている

のも，写し問違いと考えるのが自然である．したがって，晉書に掲載されている昼

夜の長さ• 影の長さ・天の北極からの太陽の角距離はすべて後漢書のデータを写し
たものであると結論することができる．

3.3 宋書

宋書は西暦420年から 479年までの南朝の宋について書かれたもので，梁時代の

西暦487年に沈約が編集したものである．
昼夜の長さと正午における影の長さは宋書巻十三志第三暦下元嘉暦法に掲載さ
れている．
Table 6は宋書に与えられている昼夜の長さと計算値の比較である．計算は DE406
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Table 7: 宋書の影の長さと計算値との比較．
21.1氣 Shadowlength Rec-Cal 

24 qi 影 平気 定気

Rec Cal pzn．gqz ． dingqi 

(C.ft) (C.ft) (C.ft) 

冬至 13. 12.84 十0.16 +0.16 
小寒 12.48 12.34 +0.14 +0.06 

大寒 11.34 11.15 十0.19 +0.02 

立春 9.91 9.61 十0.30 +0.06 
雨水 8.22 8.04 十0.18 —0.06 
熊蟄 6.72 6.57 十0.15 -0.09 
春分 5.39 5.29 +0.10 -0.09 

浦明 4.25 4.19 十0.06 -0.09 

穀雨 3.25 3.26 —0.01 —0.12 
立夏 2.5 2.53 ー0.03 —0.09 
小満 1.97 1.98 -0.01 -0.04 
茫種 1.69 1.6tl 十0.05 +0.04 

夏至 1.5 1.52 -0.02 -0.02 

小暑 1.69 1.64 十0.05 +0.04 
大暑 1.97 1.98 —0.01 -0.04 
立秋 2.5 2.54 ー0.04 -0.09 
慮暑 3.25 3.29 -0.04 —0.12 
白露 4.25 4.24 十0.01 —0.09 
秋分 5.39 5.37 十0.02 ー0.09

寒露 6.72 6.69 十0.03 -0.09 

霜降 8.28 8.19 +0.09 0.00 

立冬 9.91 9.79 +0.12 十0.06

小雪 11.34 11.32 十0.02 十0.02
大雪 12.48 12.45 +0.03 +0.06 

冬至 13. 12.84 +0.16 +0.16 
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Table 8: I附害の日出•日入の時刻．
24氣 日出 日入 l峙I甘]1) 時間 2)
冬至辰50分 申7刻30分 40.0 40.14 
小寒大雪辰32分 申7刻48分 40.6 40.48 
大寒小雪卯8刻 19分＄） 酉1分 41.7 41.48 

立春立冬卯7刻28分 酉52分 43.4 43.03 
雨水霜降卯6刻25分 酉1刻55分 45.5 45.07 
啓蟄寒露卯5刻13分＃）酉3刻7分 47.9 47.45 

春分秋分卯3刻55分 酉4刻25分 50.5 50.00 

清明白露卯2刻37分 酉5刻43分 53.1 *) 52.55 
穀雨慮暑卯1刻28分 酉6刻52分 55.4 *) 54.93 

立夏立秋卯28分 酉7刻52分 57.4*) 56.97 
小涌大暑賓8刻3分 戌17分 58.9 58.54 
芭種小暑寅7刻36分 戌44分 59.8 59.62 
夏至寅7刻30分戌50分 60.0 59.86 
＄）これは「卯8刻tl9分」と書かれていたが， 8刻の分は20より
小さいはずであるから，これは「卯8刻19分」の書き間違い

と見なした
#) Steele (2000)はこれを「卯5刻30分」と害き間違えている．
＊）これらは中華書局発行の「宋書」とは異なっている．この論

文の本文を参照のこと．
1)これはこの表の日出 ・El入の時刻から計算した値（単位は刻）
である．
2)これは Table9の夜半i届から計算した値（単位は刻）である．
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Table 9: 附害の昼の時間と計算値との比較．
Rec -Cal (min) 

24氣 夜半漏 Duration from without ref. with ref. 

24 qi Ha.If-nighttime Sunrise to Sunset 平気 定気 平気 定気

Rec Cal pin. gqi . dingqi pin．gqi ． dingqi 

冬至 27刻43分 9:38.0 9:40.5 -2.5 ー2.5 -9.0 -9.0 

小寒 27刻26分 9:42.9 9:47.3 ー4.4 -3.3 ー10.8 -9.8 

大寒 26刻76分 9:57.3 10:04.9 -7.6 -5.2 ー13.8 -11.4 

立春 25刻98分半 10:19.6 10:30.3 -10.7 -6.9 ー16.7 -13.0 

雨水 24刻96分半 10:49.0 11:00.2 -11.2 ー6.5 ー17.0 -12.4 

駕扱 23刻77分半 11:23.3 11:32.3 -9.0 -3.9 ー14.7 -9.6 
春分 22刻50分 12:00.0 12:05.1 -5.1 0.0 ー10.8 -5.7 

消明 21刻22分半 12:36.7 12:37.4 ー0.7 +3.9 -6.4 ー1.8

穀雨 20刻 3分半 13:11.0 13:08.2 +2.8 十6.5 -3.1 +0.7 
立夏 19刻 1分半 13:40.4 13:36.0 +4.4 +6.9 -1.7 +0.9 
小満 18刻23分 14:03.0 13:58.9 +4.1 十5.5 -2.2 -0.8 

芭種 17刻69分 14:18.5 14:14.1 +4.4 +4.7 -2.1 ー1.7

夏至 17刻57分 14:22.0 14:19.5 +2.5 +2.5 ー4.0 —4.0 
小暑 17刻69分 14:18.5 14:14.1 +4.4 +4.7 -2.1 -1.7 

大暑 18刻23分 14:03.0 13:58.7 十4.3 十5.5 -2.0 -0.8 

立秋 19刻 1分半 13:40.4 13:35.7 +4.7 +6.9 ー1.4 +0.9 
虚暑 20刻 3分半 13:11.0 13:07.5 +3.5 +6.5 -2.3 +0.7 
白露 21刻22分半 12:36.7 12:36.2 十0.5 +3.9 -5.3 ー1.8
秋分 22刻50分 12:00.0 12:03.4 -3.4 0.0 -9.1 -5.7 
寒露 23刻77分半 11:23.3 11:30.3 -7.0 -3.9 ー12.7 -9.6 

霜降 24刻96分半 10:49.0 10:57.9 -8.9 ー6.5 -14.7 ー12.4

立冬 25刻98分半 10:19.6 10:27.9 ー8.3 -6.9 -14.3 ー13.0

小雪 26刻76分 9:57.3 10:02.9 -5.6 -5.2 ー11.8 ー11.4

大雪 27刻26分 9:42.9 9:46.1 -3.2 ー3.3 -9.6 -9.8 

冬至 27刻43分 9:38.0 9:40.5 -2.5 -2.5 -9.0 -9.0 
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を使用し，西暦400年の陽城（緯度 34°.43)について行った.Table 4で行ったのと

同様に，大気差を考慮した場合としない場合のそれぞれについて，平気と定気によ

る二十四節気について比較した．記録されている値と計算値との差は第7欄から第

10欄に示してある．第6欄の時間は大気差を考慮せずに平気を仮定して計算した値
である．後漢古のデータとは異なり，日出からH入までの時間は冬至や夏至に関し
て対称である (Fig.1参照）．この事実は二十四節気が定気によって定められていた

ことを意味するように思われるが．さらに詳しく比較してみると．平気と考えた場

合の方が合っていることがわかる．つまり．観測は平気で行われたのであるが．昼

夜の時間は冬至や夏至に関して対称であるはずだという理論的な考察から．そのよ

うに表を作り変えたと思えるのである．実際．後漢書や晉書のデータと比較すると．

冬至や夏至から等しく離れた [I (たとえば立冬と¥1.春）の昼夜の時間は後漢書や晉
粛のそれらの日の昼夜の時間を平均して分の単位に丸めた値に一致しているのであ

る．つまり．宋害のデータは後嘆古または晉書のデータを改変したもので，新しい

観測結果は含まれていないのである．したがって．このデータから当時の二十四節

気の決定方法などを議論することはできないことがわかった．

Table 7は垂直に立てた長さ 8尺の棒（ノーモン）の正午における影の長さを示

す.Calの欄に示したのは．西暦400年の陽城（緯度 ;jLJO.43)における値で．二十四

節気の日付は平気によるものとし， DE40Gを用いて計算した値である．影の長さも

冬至や夏至に関して対称になっている（ただし，対称な日の雨水と霜降の値だけは異

なっているが．これはいずれかの値を写し間違ったものであろう）．昼夜の時間とは

異なり．影の長さは後漠書ある tヽ は晉書の値を改変したものではないので．これは

新しく観測された値であると考えられる．平気に韮づいて計算した記録値 Recと計
算値 Calとの差Rec-Calの値は定気に基づく値とは異なり，多くが正の値になっ

ている．この事実から．二十四節気が平気に基づいていたとすると．観測地は陽城

とは異なっていたと考えられる．実際．影の長さの測定値の精度が・年間を通して一

定だったとして，最小二乗法で観測地の緯度を求めると，平気を仮定した場合は

</> = 34°.71士0°.05, (3.4) 

定気を仮定した場合は
</> = 34°.43土0°.06 (3.5) 

となる．定気を仮定した場合は得られた緯度が正確に陽城の緯度と一致しているこ

とに注意してほしい．第2節に述べたように．中国で太陽の 1年間の動きの変動が
初めて認められたのは西暦550年ころであると考えられているが． もし．影の長さ

の観測が陽城でなされたものだとすると．当時，すでに太陽の 1年間の動きに変動
があることがわかっていて.=--1・ 四節気の日はそれを考慮して定められていたと推
論することができる．

宋の首都は建康（緯度 32°.05)であった．ここでは陽城（緯度 34°.43)や洛陽（緯度
34°.75)と比較すると昼夜の長さは現在の単位で最大 14分の差があり，長さ 8尺の

棒の影の長さは冬至において 1.:3尺もの差がある． したがって，宋古のデータは建
康における値ではなく，陽城か洛賜の値であることは明らかである．上で影の長さ
は新しく観測された値であることを述べたが，観測は陽城か洛陽で行われたか，ぁ

るいは建康で行った観測を，緯度差を考慮して陽城または洛陽での値に換算したも

のであると考えられる．
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Figure 2 ー附書の昼の時間．日出• 日入から計算される昼の時問(X印）と夜半漏
の値から計算される昼の時間(0印）を示した．いずれも冬至や夏至に
関して対称であるが，後者には2つの例外を除いて，春分や秋分から等
しく離れた日の昼の長さの和が24時になるというもう一つの対称性が
ある．

3.4 隋書

附書は西暦581年から 619年までの附について書かれたもので，唐時代の西暦636
年に魏徴らが編集したものである．

上に見てきたように，後漢書から宋書までは 1刻が10分であった．附書巻十九に
よると， I術の時代には 1刻が60分と 100分の2つの時刻制度があったという．
附書巻十七志第十二律暦中には二十四節気に対する日出・日入の時刻がTable8 
に示したように与えられている．これは1刻が60分になっている．中華書局に指摘
されている誤りは修正してある．また，「雨水」と「啓蟄」の名前が入れ替わっていた

のも修正した．附書巻十八志第十三律暦下には二十四節気に対する夜の時間の半
分がTable9に示したように与えられている．ここでは l刻が100分になっている．
Table 8から次の事実がわかる．

1. 日出と日入は午の刻の中間の午4刻10分に関して対称である．このことは午
の刻が現在の 11時から 13時までであることを意味している．

2. 1刻は60分，ただし最後の8刻は20分で，したがって各辰刻は500分になる．
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3. 辰刻は0刻0分に始まり， 8刻19分まで．各辰刻の8刻20分は次の辰刻の（）刻
0分になる．

表の第4欄には元の記録から計算した日出から 1□1入までの時間を刻単位で示した．
これらの値は中華書局が出版した宋：因の値と比較して，星印で示した 3個の値が0.1

刻異なる以外はすべて一致しているが，異なる 3個の値も四庫全書電子版の宋書と
一致していることから， 1附書の日出• 日入の時刻は宋書の昼夜時間から計算したも
のであると結論することができる．

Table 9は附書巻十八にある夜の時間の半分を示したものである．後漢書から宋書

までと同じく，夜の時間には旦と昏それぞれ2.5刻が除かれている．この値からEl出
から日入までの時間を求めて第3欄に示した.Table 8の第4欄と第5欄に示したよ

うに，これらの値は附書巻十七の日出• 日入の時刻から計算される値とは一致しな
い．日出から日入までの時間を DE40Gを用いて西暦600年での陽城（緯度 34°.43)
に対して計算した時間と比較した.Table 4とTable6で行ったのと同じく，大気差

を考慮した場合としない場合のそれぞれについて，平気と定気による二十四節気に

ついて比較した．記録されている値と計算値との差は第5欄から第8欄に示してあ
る．第4欄の時間は大気差を考慮せずに平気を仮定して計算した値である．これら
の比較から，記録にある時間は大気差を考慮しない場合に近いことがわかるが，ニ

十四節気の日が平気と定気のどちらで定められているかははっきりしない．宋粛の

データと同様，日出から日入までの時間は冬至や夏至に関して対称であるが，さら

に春分と秋分に関するもう lつの対称性がある．それは春分や秋分から同じだけ離
れた日（たとえば立春と立夏とか，白録と寒露というように）の昼の時間を加える

と現在の単位で24時間になるというものである (Fig.2をも参照）．ただし，小寒と
芭種大寒と小満の 2組だけはこれが当てはまらないが，これらはどちらかが書き
間違いという可能性も考えられる．これらの事実から， Table8に示した附書巻十七

の日出・日入の時刻とは異なり， Table9に示した附書巻十八にある夜の時問の半分

は新しい観測に理論的な考察を加えて求められたものであると考えられる．

3.5 薔唐書

悠唐古は西暦618年から 907年までの唐について害かれた正史の一つで，五代の

晉の時代の西暦945年に編集されたものである．

悠唐書巻三十二暦ーには Table10に示したように，二十四節気に対する13出・
日入の時刻と夜の時間の半分が示されている．附告巻十八のデータと同じく，「雨水」

と「啓扱」の文字が入れ替わっていた．ここではそれを正してある． 日出• 日入の
時刻はti~唐書巻三十二の pp.1166-1167とpp.1169~1170 にある 2 つの異なった表
に与えてある．前者は Steele(2000)が彼のAppendixでの解析に用いたものである

が，行がいくつか抜けているとしヽうような多くの間追いがあるので， ここでは後者

の表のデータを用いることにした．

表のデータから次の事実がわかる．

L I附書と同じ <'El出と日人は午の刻の中問の午4刻10分に関して対称である．
つまり，午の刻は現在の 11時から 13時までである．

2. 1刻は24分であるが，最後の刻は8分である．したがって，各辰刻は200分に

なる．

3. 各辰刻は0刻0分から始まり 8刻7分に終わる.8刻8分は次の辰刻のO刻（）分
に対応する．
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Table 10: 似唐害のデータ．
24氣 日出 日入 夜揺半― § 

冬至辰20分 申7刻 12分 27刻 12分
小寒同大雪辰13分 申7刻19分 27刻5分
大寒同小雪卯8刻7分 酉 1分 26刻 15分

立春同立冬卯7刻 11分 酉21分 25刻 19分＃）

雨水同霜降卯6刻10分 酉 l 刻 •>22 分 24 刻 18 分
啓扱同寒露卯5刻5分 酉 3 刻 •)3 分 23刻13分
春分同秋分卯3刻22分 酉4刻10分 22刻10分 22刻6分

消明同白露卯2刻15分 酉5刻17分 20刻22分#) 20刻23分

穀雨同虚暑卯 l刻11分＊） 酉6刻21分 19刻19分

立夏同立秋卯 12分＊） 酉 7 刻 20 分•) 18刻 18刻20分

小渦同大暑寅8刻 1分 戌7分 18刻 l分
芭種同小暑寅7刻 14分 戌 18分 17刻 14分

夏至 寅 7刻 12分戌20分 17刻 12分＃）

＊）この印の付いたデータは中華書局と四庫全書電子版で異なっている．四血

全帯霊子版の値の方が日出• 日入の時刻が正午に対して対称になっている
ので，そちらを採用した．
#)この印の付いたデータも中華書局と四庫全書電子版で異なっている．ここ
では中華書局の値を示したが，それが日出・日入の時刻から計算される値
と異なる場合は，計算された値を§の欄に示した．

餡唐書の日出・日入の時刻は附書巻十七の値と俯唐書の単位の 1分(1/24刻）以内

で一致している．この 1分は現在の単位では 0.6分に等しい．記録にある日出・日

入の時刻が実際の時刻とは現在の単位で数分以上の差があることを考慮すると，悠

唐書の日出•日入の時刻は後漢書までさかのぽることができる附書のデータをもと
にしていることがわかる.1B唐書に与えられている夜の時間の半分は，夜に旦と昏
のそれぞれ 2.5刻を含めないことを考慮すると， 3個のデータを除いて，俯唐書の日

出•日入の時刻から計算される値と一致する．その異なるデータの 3 個も書き間違
いか計算違いだと考えられる．したがって，悠唐書のデータは附書巻十八に与えら

れていた新しい観測を用いた夜の時間の半分のデータは無視していることがわかる．

なお，夜の半分の時問を附書では「夜半漏」，俯唐書では「夜漏半」と書いてあっ
たが，意味に違いはないと考えられる．

3.6 宋史

宋史は西暦960年から 1279年までの宋について書かれたもので，元時代の西暦
1345年に脱脱らが編集したものである．

宋史巻七十志第二十三律暦三には Table11に示したように，二十四節気に対

する日出•日入の時刻と昼と夜の時間が示されている（正確にいうと巻七十では「日
入」でなく「日没」の語が使われている．後に示す巻七十六では「日入」になってい

るが，両者に意味の違いはないと考えられる）．昼夜の時問は日出の2か所と日入の
1 か所を省いて日出• 日入から計算される値に一致する．食い違いのある日出2か
所と日入 1か所は中華書局出版の二十四史に指摘してあるように誤植と考えられる．
Steele (2000)も彼の論文の AppendixBで，これらの日出・日入の時刻を与えて
いるが，彼は「半」の文字を落としている．彼はまた， 1刻=150分としているが，

実際は l刻=147分である．なお，宋史の表では刻の下の単位が書かれていないが，
刻を分けた「分」が省略されているものと見なした．後漢書から約唐書までは日出・
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Table 11: 宋史怨七十のデータ．
24氣 日出 H没 内刻 夜刻

冬至 gn 4亥り 144斗£ 申3刻51半 40刻5 59亥IJ142 
小寒 卯4刻 119'j': 申3刻76半 40亥lj55 59刻92
大寒 gp 4 亥り 34~': 申4刻u半 41刻78 58刻69

立春 りn3亥1J56~,': 申4刻139半 43刻34 56亥lj113 

雨水 卯2刻58半 申5刻137半 45刻30 54亥IJ117 

駕蟄 卯 l刻40半 申7刻8半 47刻66 52刻81

春分 卯初空 酉初空 GO刻空 50刻空

清明 !It 7 亥IJ8 ・半＊ ） 酉l刻40半 52亥IJ81 47刻66
穀雨 寅5刻127半 酉2刻G8半 54亥IJ137 45亥IJ10 

立夏 寅4刻119半＊） 酉3刻76半 57刻6 42亥lj141 

小満 寅3刻 146半 酉4刻49半 58刻99 41刻48

芭種 寅3刻71:'j': 酉4刻124半 59亥IJ102 40亥IJ45 

夏至 寅3刻51半 酉4刻144半 59亥IJ142 40亥IJ5 

小暑 寅3刻il半 酉4刻124半 59刻 102 40刻45

大暑 ji{ 3亥U146半 酉4刻49半 58刻99 41刻48

立秋 寅4刻119半 酉3刻7G半 57刻6 42亥IJ141 

虚暑 寅5刻127半 酉2刻GS半 54亥IJ137 45亥IJ10 

白露 寅7刻8半 酉l刻40半 52刻81 47刻66

秋分 卯初空 酉初空 50刻空 50刻空

寒露 gp 1 亥り 40~,': 申7刻8半 47亥IJ66 52刻81

霜降 卯2刻58半 申5刻137半 45刻30 54亥IJ117 

立冬 卯3刻56半 申4刻139半＊） 43刻34 56亥lj113 

小雪 fjp 4亥IJ34-'J': 申4刻14半 41刻78 58刻69

大雪 JJn 4亥lj119半 申3刻76半 40刻55 59刻92

＊）書き間違いを正してある．
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Table 12: 宋史巻七十の昼の時間と計算値との比較．
Rec -Cal (min) 

24氣 Duration from without ref. with ref. ＊ 

24 qi Sunrise to Sunset 平気 定気 平気 定気

Rec Cal pin．gqi ． dingqi pingqi dingqi 

冬至 9:36.5 9:38.9 -2.4 ー2.4 ー8.9 ー8.9 +2.5 

小寒 9:41.4 9:45.4 ー4.0 -3.3 -10.4 -9.8 +1.4 
大寒 9:58.0 10:03.0 -5.0 -3.2 ー11.2 -9.4 +1.0 
立春 10:22.5 10:28.5 -6.0 -3.0 ー12.1 -9.1 +0.3 
雨水 10:50.9 10:58.8 -7.9 -3.9 -13.8 -9.8 ー1.7
驚蟄 11:23.3 11:31.4 -8.1 -3.6 -13.8 -9.3 -2.4 
春分 12:00.0 12:04.7 -4.7 0.0 ー10.4 -5.7 0.0 
消明 12:36.7 12:37.5 -0.8 +3.6 -6.6 -2.2 +2.4 
穀雨 13:11.0 13:08.8 +2.2 +5.8 -3.7 -0.1 +3.6 
立夏 13:41.4 13:37.0 +4.4 +6.9 ー1.7 +0.8 +3.6 
小満 14:04.9 14:00.2 +4.7 +6.1 ー1.6 -0.2 +1.9 
芭種 14:19.6 14:15.6 +4.0 +4.3 -2.5 -2.1 -0.4 
夏至 14:23.5 14:21.1 +2.4 +2.4 -4.2 -4.2 -2.5 
小暑 14:19.6 14:15.6 +4.0 +4.3 -2.5 -2.1 ー0.4
大暑 14:04.9 14:00.1 +4.8 +6.1 ー1.6 -0.2 +1.9 
立秋 13:41.4 13:36.9 +4.5 +G.9 -1.6 +0.8 +3.6 
虚暑 13:11.0 13:08.5 +2.5 十5.8 -3.4 -0.1 +3.6 
白露 12:36.7 12:37.0 -0.3 +3.6 -6.1 -2.2 +2.4 
秋分 12:00.0 12:04.0 -4.0 0.0 -9.7 -5.7 0.0 
寒露 11:23.3 11:30.6 -7.3 -3.6 -13.1 -9.3 -2.4 
霜降 10:50.9 10:57.9 -7.0 -3.9 ー12.9 -9.8 ー1.7
立冬 10:22.5 10:27.6 -5.1 -3.0 ー11.2 -9.1 +0.3 
小雪 9:58.0 10:02.2 -4.2 -3.2 -10.4 -9.4 +LO 
大雪 9:41.4 9:44.9 -3.5 -3.3 ー10.0 -9.8 +1.4 
冬至 9:36.5 9:38.9 -2.4 -2.4 ー8.9 -8.9 +2.5 
＊この欄には定気を仮定して大気差なしで求めた緯度の値を用い

て計算される残差を示した．
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Table 13: 宋史巻七十六のデータ．
24氣 H出 日入 戯

冬至 卯正5刻分空 rj:1正3刻20分 40刻分空

小寒卯正4核lj50分 中j]::3刻30分 40刻19分

大寒卯正4核lj20分 申正4刻分空 41刻19分

立春 卯正3刻32分＊） 申正4刻48分 42刻54分

雨水卯正2亥lJ30分 申正5刻50分 44刻58分

驚蟄卯正 1刻 17分 巾正7刻3分 47亥lj24分

春分 卯正初刻分空 酉正初刻分空 50刻分空

消明寅正7刻3分 酉正 l刻17分 52亥lj35分

穀雨寅正5刻50分 酉正2刻30分*) 55刻3分

立夏寅正4刻48分 酉正3刻32分 57刻5分

小満寅正4刻分空 内iE4刻20分 58刻40分

ど種寅正3刻30分 酉正4刻50分 59刻40分

夏至寅正3刻20分 酉正5刻分空 60刻分

小特寅正3刻30分 酉正4刻50分 59亥lj40分

大暑寅正4刻分空 酉iE4刻20分 58亥lj40分

立秋 寅正4刻48分＊）酉正3刻32分*) 57亥lj5分

慮特寅正5刻50分 酒正2刻30分 55易J3分

白露寅正7刻3分 酉正1刻17分 52核lj35分

秋分 卯正初刻分空 酉正初刻分空 50刻分空

寒露卯正 1刻 17分 巾正7刻3分 47亥IJ24分

霜降卯正2刻30分 申正5刻50分 44刻58分

立冬卯正3刻32分 巾正4刻48分 42刻54分

小雪卯正4刻20分 申正4刻分空 41刻19分

大雪卯正4刻50分 申IE3刻30分 40刻 19分

＊）中華書局の古物に示してあるように内き問違いがある．

らを正してある．
＃）昼の時問には+1分．夜0)時間にはー1分の補正が必要．
＄）昼の時間には +2分，夜の時問にはー2分の補正が必要．

t) 昼の時間には— 1 分．夜の時間には +l 分の補正が必要．
§)昼の時間にはー3分．夜の時問には+3分の補正が必要．
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夜

60刻分空

59刻41分＃）

58刻41分＃）

57刻6分S)

55刻2分＊）＄）

52刻36分＄）

50刻分空

47刻25分 t)

44刻57分§)

42刻55分t)

41刻20分

40刻20分

40刻分空

40刻20分

41刻20分

42刻55分t)

44刻57分§)

47刻25分t)

50刻分空
52刻36分＄）

55刻2分＄）

57刻6分＄）

58刻41分＃）

59刻41分＊）＃）

ここではそれ
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Table 14: 宋史巻七十六の昼の時問と計算値との比較．
Rec -Cal (min) 

24氣 Duration from without ref. with ref. 

24 qi Sunrise to Sunset 平気 定気 平気 定気

Rec Cal pzn. gqz . dingqi pingqi dingqi 

冬至 9:36.0 9:38.9 -2.9 -2.9 -9.4 -9.4 

小寒 9:40.8 9:45.4 ー4.6 ー3.9 -11.0 -10.4 

大寒 9:55.2 10:03.0 -7.8 -6.0 ー14.0 ー12.2

立春 10:18.2 10:28.5 ー10.3 -7.3 ー16.4 -13.4 

雨水 10:48.0 10:58.8 -10.8 ー6.8 ー16.7 ー12.7

照蟄 11:23.0 11:31.4 -8.4 -3.8 -14.1 -9.6 
春分 12:00.0 12:04.7 ー4.7 0.0 ー10.4 -5.7 
清明 12:37.0 12:37.5 -0.5 +3.8 -6.3 -1.9 

穀雨 13:12.0 13:08.8 +3.2 +6.8 ー2.7 +0.9 
立夏 13:41.8 13:37.0 +4.8 +7.3 ー1.3 +1.2 
小満 14:04.8 14:00.2 +4.6 +6.0 ー1.7 -0.3 
芭種 14:19.2 14:15.6 +3.6 +3.9 -2.9 -2.5 
夏至 14:24.0 14:21.1 +2.9 +2.9 -3.7 -3.7 
小暑 14:19.2 14:15.6 +3.6 +3.9 -2.9 -2.5 
大暑 14:04.8 14:00.1 +4.7 +6.0 ー1.7 -0.3 

立秋 13:41.8 13:36.9 +4.9 +7.3 ー1.2 +1.2 
慮暑 13:12.0 13:08.5 +3.5 十6.8 -2.4 +0.9 
白露 12:37.0 12:37.0 0.0 +3.8 -5.8 -1.9 
秋分 12:00.0 12:04.0 -4.0 0.0 -9.7 -5.7 
寒露 11:23.0 11:30.6 -7.6 -3.8 ー13.4 -9.6 
霜降 10:48.0 10:57.9 -9.9 -6.8 ー15.8 -12.7 

立冬 10:18.2 10:27.6 -9.4 -7.3 ー15.5 ー13.4
小雪 9:55.2 10:02.2 -7.0 -6.0 -13.2 -12.2 
大雪 9:40.8 9:44.9 -4.1 -3.9 -10.6 ー10.4

冬至 9:36.0 9:38.9 -2.9 -2.9 -9.4 -9.4 
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日入の中問は午の真中であったが，宋史ではそれが午の初めに変化している． した

がって，たとえば．子の刻はこれまで地方時の23時から 1時までであったが，宋史
では地方時の0時から 2時までになる．

宋史で用いられている時刻制度についてまとめると次のようになる．

1. 日出・日入の時刻は午（）亥lj0分に関して対称である．

2. 1刻は 147分に等しし＼ただし，各辰刻最後の 8刻は49分であり，したがっ
て，辰刻は 1225分に等しい．

3. 辰刻は0刻0分から 8刻48分まである.8刻49分に当たる時刻が次の辰刻の
O刻0分になる．

4. 子の刻は地方時の真夜中0)(}時から始まる．

5. 昼間は日出から日入までである．昼• 夜の時問は冬至や夏至の日に関して対称
である．

Table 12に宋史巻七十にある昼の時間と DE406による計算値との比較を示す．計
算は西暦1000年，宋の首都 Bian(緯度34.78度）に対して行った (13ianの漢字はさ
んずいにード）. Tables 4, 6. 9と同じく，大気差を含まない場合の平気と定気，大気
差を含む場合の平気と定気の4通りについて比較し，表の第4 7欄に示した．第3
欄に示した昼の時間は大気差なしの平気で計算したものである．昼• 夜の時問が冬
至や夏至に関して対称であることは24節気が定気に基づいていることを示している
と考えられるし，春分や秋分に関して対称な日の昼の長さを加えると 24時間になる
という事実は，日出や日入が大気差なしで定義されていることを示している．計算

値との比較でも大気差なしの定気との差がもっとも小さいが，夏に正で冬に負とい

う系統差があることから，観測地は Bianよりもっと北にあった可能性がある．そ
こで，西暦1000年における理論的な黄道傾斜角 23.569度 (¥¥,rilliams1994の公式に
よる）を用い，また， 24節気の日付は定気により，昼の時間は大気差なしで定めて
あるとして，記録にある昼の時間から観測地の緯度¢ を最小二乗法によって求める

と，結果は
<) = 35°.68士0°.17, (3.6) 

となった（もし，緯度</;と黄道傾斜角€ の両方を求めると E= 10°1 (/; = 6()0という
ありえない結果が得られる）．この緯度を採用した場合の昼の時間の残差を表の星印

の欄に示した．残差にはまだ系統差が見られる（残差の和は正であるが，この事実

は緯度にどのような値を採用しても変化しない）．したがって， Bianの緯度を採用
した場合の残差は当時の時計の季節変化か，昼の時間を求める当時の理論に何か誤

りがあったためと考えられる．
宋史巻七十六志第二十九律暦九には， Table13に示したように， 24節気に対す
る日出•日入の時刻と昼と夜の時間が与えてある．この表では 1 刻が 147 分ではな
く60分になっており， したがって，辰刻は500分である．次の事実は Table11と

同じである：

1. 子の刻は地方時0時に始まる．

2. 日出•日入の時刻は午（）刻 0 分に関して対称である．

3. 昼は日出から日入までである．

附書巻十八志第十三律暦下と同じように，日出・日入の時刻には2種類の対称
性が見られる. 1つは昼の時間が冬至や夏至に関して対称になっているということ，
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もう 1つは春分や秋分から等しく離れた日（立春と立夏，白露と寒露というように）
の昼の時間の和が24時問になっているということである．これは，大気差なしの定

気による場合に成立するものである．
表に示してあるように，記録にある昼夜の時問は同じく記録にある日出・日入の

時刻から計算される値に必ずしも一致しない．差の最大は当時の単位で3分，今の
単位に換算すると約0.7分である．
宋史巻七十六にある日出・日入の時刻から計算される昼の長さを DE406を用いて

計算した西暦1000年の Bian(緯度34.78度）における昼の長さと比較した．結果は
Table 14に示してある．差は，立春や立冬の近くでやや大きいが，傾向は Table12 
の場合とほぽ同様である．

3.7 中国正史における観測地の緯度

以上に見てきたように，中国正史には昼・夜の時問，日出・日入の時刻，周僻と呼

ばれる棒の長さの年間を通した変化が掲載されている．これらのデータから，我々

は，これらが観測された場所がすべて緯度34.5度付近に位置することを見出した．
この事実は，王朝にかかわらず，洛陽の近くにある陽城を基準点としていたことを

暗示している．この付近では，日出・日入から定義される昼の時問と夜の時問の比

が，冬至の日に 2:3,夏至の日に 3:2という簡単な整数比になり，中国では有史以来，
その場所を「地中」とよんでいた．この事実は，中国では冬至と夏至における昼夜

の比が簡単な整数比になる特定の緯度の地点を基準点に選んだということを意味し
ているように思われる．次節に見るように，日本でもこの中国の伝統が受け継がれ
ているのである．

4 日本の時刻制度

この節では，具注暦と延喜式に現れる日出・日入の時刻と古代・中世の日本に記
録されている日月食の時刻を解析して，当時どのような時刻制度が使われていたの
かを議論する．

4.1 具注暦にみられる時刻制度

平山 {1913a,b)は古代・中世の日本における時刻制度に関する論文を 2編に分け
て書いている．その内の初めの論文で，奈良• 平安時代に流行した暦本である具注
暦と，律令の施行細則を記した延喜式の双方に現れる日出・日入時刻や昼夜の時間
を解析している．

具注暦は中務省陰陽寮が前年の 11月に作成して各国の国司等に配布した暦本で，
日ごとに2 3行の空白を設けて日記を記すことができるようにしたものもあった．
現存する最古の具注暦は現在，奈良の正倉院にある，天平18年（西暦746年）のも
のとされていたが， 2003年に奈良文化財研究所が持統天皇3年（西暦689年）のもの
になる具注暦の最古のものが飛烏で発見されたと発表した． しかし，これらの古い

具注暦には日出・日入の時刻や昼夜の時間のデータが含まれていない．

具注暦に日出・日入の時刻や昼夜の時間のデータが掲載されるようになるのは，日
本で宣明暦が公式に採用された西暦862年以後のことである.Table 15は具注暦に
書かれている日出・日入の時刻と昼夜の時問のデータをまとめたもので，橋本{1966)
に基づいている．具注暦には日月食の予報時刻も書かれており，それの多くは宣明

暦の時刻制度に基づいている（第4.4節を参照）が，日出・日入の時刻は明らかにそ
れとは異なる時刻制度に基づいている．
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Table 15: 具注暦の日出・日入の時刻.1番目と 3番目の欄が日付， 2番目と 4番目の欄が冬

至と夏至からの経過日数で，平山が与えているものに同じ．この日数には没日が省かれてい

るので， 1年の日数は360日になる.5番目と 6番目の欄は具注暦にある日出と日入の時刻

で， 7番目と 8番目の欄はそれを現在の時刻に換算したものである.9番目の欄は 5番目と 6

番目の欄の時刻から計算した昼問の時間（日出から日入まで）で，刻の2番目の定義の単位で

示した.10番目と 11番目の欄は具注暦に書かれている昼と夜の時間で，刻の 2番目の定義
で示されている．

(1) (2) (:3) (4} (5) (6) 晶 (8) （翌 誓 (11) 日付 旧 日付 r=i U/l¥ El入 日入 夜
h h 枷 ke kc 

11月節 13日 -a 177 辰O刻止）3分 りJ3刻ヽ1分 7.24 16.76 39.67 40 (i(} 

12月節 1日 15 11月節 1r:1 165 辰〇刻 §)2分 1t1 :3亥,151)' i.16 16.84 ,io.aa 41 59 
12月節 13日 27 10月節 2111 155 )j支0亥1§)1分鳥 q14刻 7.08 W.92 41.00 42 58 

12月節 23日 :37 10月節 1:iR 147 l)[IヽI換11分ト mio揆J§}I 分~ 7.00 17.08 42.00 43 57 
1月節 II~ ,15 10月節5l:I 13fl 刈I:3刻5分 mio亥,J§)2クト 6.84 17.16 4;3.00 44 5G 

1月節9日 5:J 9月節27IJ 131 りfl3; 羨14ク｝ 酉O刻§)3分 6.76 17.24 4:rn7 45 55 
1月節 17日 61 9月節 191:1 123 卯：｝刻 2分 酉o刻§)5分 6.60 17.40 45.00 46 5'I 
1月節25IJ 69 9月節 11Fl 115 卯3刻 i~n 刻U 7J' 6.44 17.56 46.33 47 5:3 
2月節3El 77 9月節3El L07 卯2刻4分 酉1刻3分 6.28 17.72 47.67 48 52 
2月節 11El 85 8月節251:1 !JO り112亥IJ2ク｝ 酉1刻5分 6.12 17.88 49.00 49 51 

2月節 1813 92 8節18El 92 卯時iE•> 酉時正＊） 6.00 18.00 50.00 50 50 
2月節 25日 !)!) 8月節 11El 85 IJ(I l刻5分 酉2刻2分 5.88 18.12 51.00 51 4!> 
3月節 3日 107 8月節：ぅ H 77 り(l1刻3分 酉2刻4分 5.72 18.28 52.:-1:-1 52 、18
3月節 1113 115 7月節251:1 69 1)11 1刻1分 酉3刻 5.56 18.44 53.67 53 47 

3月節 19El 12:i 7月節 17Fl 61 卯O刻§)5分酉3刻2分 5.40 18.60 55.00 54 46 

3月節27B 1:n 7月節9I] 5:J JJfl 0葵1§)35} 酉3刻4分 5.24 18.76 56.a:i 55 45 

4月節5日 139 7月節 lEl 、15 りJI0焚J§)2ク｝ 酉3刻5分 5.16 18.84 57.00 56 44 

4月節 13日 147 6月節 2:1Fl 3i りr1o亥p)1夕t 酉4刻1分 5.08 19.00 58.00 57 4:J 

4月節21日 155 6月節 13El 27 寅ヽI刻 1父0亥J§)1 j)- 4.92 H).08 5H.OO 58 42 
5 J:] rt?i 1 1:1 165 6月節 l1:1 15 り〔 3 ・~]5 夕｝ 戌〇刻 §)2分 4.84 10.16 59.67 59 41 
5月節 13日 177 -:3 寅3刻ヽl分 I曳O亥I)§)a分！・ 4.76 19.24 60.a3 60 40 

＊§) ）哺~,, は中央を意味し"初，したがって 2現10.5分に当たる．
"0刻,,は実際には 刻”と；りかれてtヽる．
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平山 (1913a)と橋本(1966)はいずれも具注暦にある日出・日入の時刻の表を与え
ているが，最初と最後の日 (5月節 13日と 11月節13日）はそれぞれ0.5分と 1分の
差がある．橋本のデータの方が日出・日入の時刻が正午に対して対称になっている

ので，ここでは橋本のデータを採用した．他の日の日出・日入の時刻はほとんど正

午（午2刻0.5分）に関して対称になっているが， 37日と 147日(12月節23日， 4月
節13日， 6月節23日， 10月節13日）は例外で，これらは日出と日入の中間が正午か
ら0.5分異なっている．これは具注暦における計算違いか書き問違いの可能性が考

えられる．

平山 (1913a)は，この表に与えてある日がすべて，後に述べる延喜式の与える表
の期間の最初の日に一致していることから，この表の日は期間の初めの日を与えて

いる可能性があると指摘している（たとえば，最初の行は 11月節13日のデータと
なっているが，これは 11月節13日から 11月節30日までのデータを意味すると考

えられるということである）．我々はこの推論を次の事実から真実であると考える．

表の日出•日入の時刻には次の対称性が存在する．すなわち，日出から日入まで
の昼の時間とそれ以外の夜の時問は，中央の行から上下に等しく離れた日について

は逆転しているが，日付のほうは中央の行に関して対称になっていない．たとえば，

最初の行の日付は中央の行の日付の 95日前なのに対して，最後の行は中央の日付
の85日後である．しかしながら，表に与えてある日付が期間の最初の日を与えてい
ると仮定すると，その期問の中央の日付は中央の日付に対して対称になるのである．

したがって，表に示してある日付は，延喜式に与えてある表と同じく，表の各行の

データが使用できる期問の初めの日を示していると結論できる．

この表から，具注暦に示してある日出・日入の時刻を与える時刻制度について，次
の事実を知ることができる．

1. 子の刻の中央が真夜中（地方時の0時）で，子の刻は地方時の23時から 1時ま
でである．これは中国の似唐書までの時刻制度と同じである．

2. 昼問は日出から日入までである．第3節に書いたように，中国では佑唐書まで，
昼問には日出前の旦2.5刻と日入後の昏2.5刻を含んでいた． したがって，具
注暦の昼間については，日本独自の制度であると考えられる．

3. 1刻は6分に等しく，辰刻は4刻 1分，すなわち 25分に等しい．したがって，
1日は50刻になる．

4. 刻は0分に始まる．各辰刻の4刻1分は次の辰刻のO刻0分に当たる．しかし，
橋本(1966)も指摘するように， 4刻1分という表現も日出・日入の表に現れて
いる．これは，次の辰刻のO刻0分と読み替えるべきである．そうしないと，
日出•日入の中問が午の刻の中央と一致しなくなってしまうからである．

具注暦には， Table15の10番目と 11番目の欄に示すように，昼と夜の時間も同
じ「刻」という文字で与えてあるが，この場合の1刻は1日の 100分の 1である．し
かし，この値は，日出•日入の時刻から計算される時問（表の 9 番目の欄）と正確に
は一致しない． したがって，この値は昼と夜の時問の目安を与えているのに過ぎな
いと考えるべきであろう．

4.2 延喜式にみられる時刻制度

延喜式の編集は西暦905年（延喜5年）に始まり，西暦927年（延長5年）にはほぽ
終わった．施行は西暦967年（康保4年）である．同様の規則の編集は西暦701年か
ら824年までの弘仁式と西暦824年から 877年までの貞観式があった．延喜式は大
宝年間(701年 703年）から延喜年問(901年 922年）までの律令の施行細則を記し
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Table 16: 延喜式の日出・日入の時刻.1番目， 2番目， 4番目， 5番目の欄は期間を， 3番目と
6番目はその期間の初めの日の太陽の視黄経Lを示す.7番目と 8番目の欄は延喜式にある
日出• 日入の時刻， 9番目と 10番目の欄はそれらを現在の時刻に換算したものである．

塁 璧
(3) (・I) 

璧
(6) (7) (8) (9) (10) 

L 起 L 11/1¥ H入 fl出 H入

゜ h h 

大'"{13日 冬至 15日 267 辰 1刻2分＊） 巾 4~J 6ク｝ 7.15 Hl.80 
小寒 l 小寒 12 285 人・ヽ11I 大'"i12 255 辰 1亥IJI分 りI4亥lj7分 7.05 16.85 
小寒 1:1 大寒 7 2!)7 ,]ヽヽ1:(i 小'''i15 245 卯 4刻終§) i'~1 刻 1 分 7.00 17.05 
大寒 8 大寒 15 :m, ¥'!. 冬l:l 小''f5 2:J7 りP4焚J7 $)" i叶l英J2夕｝ 6.85 17.10 

立#1 1'!.# 8 :n5 I°!. 冬5 ［ゞ冬 12 22!} 卯 4刻5分 酉 l刻5分 0.75 17.25 
1'!.1f: 9 雨水 l :12:1 't¥7111/: 12 ,'r. 冬4 221 卯 4刻2分 i府I亥lj7タ 6.60 17.:lfi 
雨水 2 r,f,i水9 ・:J:n 社tfi年4 霜降 11 2m 卯 4刻 j1lj 2刻1分 6.50 17.55 
雨水 IO 驚於 2 :t~9 丸ぶ~11 霜降~ 205 vn 3免J7ク} 西2刻2分 6.35 l i.{30 
驚梵：ぅ 罵於 10 ~H5 'J! 滋，&：3 寒紺 10 l!l7 IJII 3摂J5ク｝ 1'←り 2刻5分 6.25 17.75 
煎梵 11 朴分 2 :m5 秋分 10 寒蹄 2 18!) り[J3亥j2分 i吋2燒j7ク｝ 6.10 17.85 

'#分 3 』作分9 2 秋分 :i 秋分 9 182 卯 3刻 ,1り3刻 6.00 18.00 

＃分 10 h'fllJl 2 ， !'I露 11 秋分 2 175 卯 2刻7分 i計:i燒J2分‘ 5.85 18.10 

惰lljj:i tfilijJ 10 17 「 J~;·~:i 白露 10 167 り112 WJ 5ク｝ ,~ り3燒Jr>ク 5.75 18.25 
i汁UJI11 穀i:f:j;3 25 処¥I-¥'・10 1'1 i紺2 15!) りn2←~J2 夕r） i1-'i a坑l7分し 5.60 18.35 

穀雨 4 穀f:f:i11 :t3 処1-1'2 処1¥'9 151 l}n 2玄IJlク｝ 1'り4刻 5.55 18.50 

穀雨 12 1'L~4 41 1(秋！） 処¥itl 14:J 卯 1刻7分 酉 4刻2分 5.35 18.60 
立貶 5 ＼、'f.~12 49 1/. 秋l :1'/. 秋8 1:35 りll1玄り 5ク｝ i'り4刻5分 5.25 18.75 
立夏 13 小満 5 57 大¥i{8 大1-¥'15 127 JJp 1摂]2夕｝ i!-!f 4亥l」7分0 5.10 18.85 
小祓l6 小満 15 fi5 小H1:1 大H'7 117 JJll 1亥ljlタ rH 4亥lj象冬§) 5.05 rn.oo 
ビflfil ビ：flfil2 75 ,Jヽ!.-1'l 小i12 105 1i(4亥lj7 1)- 戌 l刻l分 4.85 19.05 
i::M¥ l:l Y.L,~15 87 寅4刻6分 戌 l刻2分 4.80 l!UO 
＊）平山刻(1と9分13のa)数はこれを“版 l刻：i分＂としてしヽるが．橋本時(I刻96を6)下0力)りえる時刻のHが対称性があ
る（ はH出の時刻をI:から111(!に見たものがFl人の 、ら韻に見たも0)に等し tヽ）こ
とからは，焚橋]<I本)最(/)後デのータを採衿用した．
§) .. 象冬" H 7/Iこ し＼ヽと hなした．

たもので，陰陽寮の規定には，日出• 日入の時刻や宮門開閉の時刻が詳細に記され
ている．陰陽寮は暦や占いや時刻に関する一切の事を司っていた役所である．延喜

式における日出入時刻や各門の開閉時刻はたとえば次のように記されている．

起大雪13日至冬至15日日出辰 l刻3分日入申 4刻6分

卯4刻6分開諸門倣

辰2刻7分開大門倣

午l刻6分退朝跛

酉1刻2分閉門倣

起小寒1日至12日日出辰 l刻l分日入申 4刻7分

卯4刻5分開諸門跛

辰2刻6分開大門倣

午 l刻5分退朝跛

酉l刻3分閉門倣

太鼓や鐘を打つ回数については，延喜式に「諸時撃鼓」という見出しで次のよう

に記してある（平山 191.3a).

子午各九下。丑未八下（寅申七下。卯酉六下。辰戌五下。巳亥四下。並

平声。鐘依刻数。
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Table 17: 具注暦と延喜式の昼問の時間と DE406による計算値との比較．
L 計算値 具注暦 差 延喜式 差

270° 9:38 9:31 -7 9:42 +4 
285°255° 9:44 9:41 -3 9:48 +4 
296°244° 9:55 9:50 -5 10:03 +8 
305°235° 10:08 10:05 -3 10:15 +7 
313°227° 10:22 10:19 -3 10:30 +8 
321°219° 10:37 10:29 ー8 10:45 +8 
329°211° 10:52 10:48 -4 11:03 +11 
337°203° 11:10 11:07 -3 11:15 +5 
345°195° 11:27 11:26 ー1 11:30 +3 
353°187° 11:44 11:46 +2 11:45 +1 
0°180° 12:00 12:00 

゜
12:00 

゜7°173° 12:16 12:14 -2 12:15 -1 
15°165° 12:33 12:34 +1 12:30 -3 
23°157° 12:50 12:53 +3 12:45 -5 
31°149° 13:08 13:12 +4 12:57 -11 
39°141° 13:23 13:31 +8 13:15 -8 
47°133° 13:38 13:41 +3 13:30 ー8
55°125° 13:52 13:55 +3 13:45 -7 
64°116° 14:05 14:10 +5 13:57 -8 
75°105° 14:16 14:19 +3 14:12 -4 
goo 14:22 14:29 +7 14:18 -4 
Lは太陽の視黄経．

計算値は西暦1000年の京都（緯度35.02度）に
対する値．

つまり，子および午の刻から 9,8, 7, 6, 5, 4の順で辰刻毎に太鼓を打ち，また各辰
刻の問には 1,2, 3, 4という刻の数だけ鐘を嗚らしたのである．
Table 16は延喜式に与えてある日出・日入の時刻をまとめたものである．平山
(1913a)はこれらの時刻を解析して次の結論を得た．日出入を与えている日付は具

注暦に共通であるから，具注暦と延喜式のデータは独立なものではないが，いずれ

が先にできたものかは不明である．延喜式の各辰刻は0刻がなく， 1刻から始まる．
門開閉の時刻に「9分」まであることから， 1刻は9分以上になるが，日出入時刻の
差を見ると 9分が最大で， 1刻は0分から 9分まであると考えられる. 1日は48刻
に分けられ，各辰刻は 1刻から 4刻までの4刻に，刻は0分から 9分までの 10分に
分けられていたことになる．

平山も橋本も述べているように，日出• 日入の中間は午2刻9.0分から午3刻0.5
分までの問にわたり，正午である午3刻0分から最大 1分（現在の単位で3分）の差
がある．その理由は不明である．

4.3 計算値との比較

具注暦も延喜式もその日出・日入の時刻から求められる昼問の時問は，中央の行
に関して反転している．また，春分• 秋分の日の昼問の時問はちょうど 12時間で
ある．これらの事実は日出•日入が大気差なしの太陽中心で定義され， 24 節気の日
付が定気によって求められていることを示している．表の最初• 中間• 最後の行の
期問の中問がそれぞれ冬至• 春分と秋分• 夏至の日の5.5日後になっているが，こ
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Table、18:l I」の刻数と l易lの分数．
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附;i(581-619) 
IVi・J (581-619) 
唐 (618907) 

宋 (960-1279)

宋 (9601279) 

れは当時用いられていたカレンダーの欠陥と考えられる．これを正して，定気によ

り， DE40Gを用いて計算した昼問の時間と比較した結果を Table17に示す．計算
は 1000 年の京都（緯度 ~15.02 度）を仮定した．この比較から，記録されている日出・
日入の時刻は現在の単位で数分以内で合っていることが確認できる．

4.4 日月食の予報時刻に使用された時刻制度

日本で西暦862年から 1684.年まで使われた宣明暦では， 1日が 12の辰刻に分け

られ，同時に 1日は 100刻とされた． したがって，各辰刻は 8~ 刻に等しい．また，
刻は84分に分けられた．各辰伎IJは初刻， 1刻， 2刻，..., 8刻に分けられ，各刻は0分

（実際は何も書かれなしヽ）~1 分.2 分…, 83分 (8刻は27分まで）に分けられた．子
の刻の中心が地方時の爽夜中にあたり，したがって，子の刻は地方時の 23:00から

01:00までにあたっていた．
橋本 (1966) は西暦 877 年から 1527 年までの 79 個の日月食の食開始•最大・食終了
の予報時刻を調査した．それらの記録のほとんどは神田 (1935)から取ったが， 3個
の食のみ彼自身のリストから取ったものである．これらの解析から，左経記の 1028

年の食時刻と 1150年から 1527年までのさまざまな記録にある食時刻はすべて宣明

暦の時刻制度で記述されていることを見出した．また， 1149年までの時刻は他の 3

つの時刻制度が使われていることもわかった．これらの時刻制度の詳細は不明であ

るが，橋本の調査による，これらの時刻制度における 1日の刻の数と l刻の分の数

を第5節にまとめておく．
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5 結論

この論文では古代・中世において中国と日本で行われた時刻制度について調査した．

1日が12個の辰刻に分けられ，最初の子の刻は地方時の23時から 1時までに対応
していたことは良く知られていた．しかし，この論文で，中国の宋において，子の

刻が0時から 2時までに対応していたことが明らかになった（補遺参照）．中国では
さらに， 1日が100刻に分けられ，刻はさらに分に分けられていた.1刻が何分に当
たるかは王朝により変化した．日本でも刻や分が使われていたが，それらの長さは

時代により変化した.Table 18はこの論文で明らかにした，中国と日本において 1
日が何刻であったか， 1刻が何分であったかという点をまとめたものである．一番
右の欄には，その制度が使用された王朝名や，書物名等を記した．

中国では唐の時代まで，昼問の時間に日出前の旦2.5刻と日入後の昏2.5刻が含ま
れていたが，宋史では昼問が日出から日入までになった．日本では古代から昼間が

日出から日入までであった．

後漢書では 1年問に太陽の動く速さが変化することは知られていなかった．後漢
書のデータから，当時使用されていた漏刻が季節による日変化を起こしていたこと

が推論される．後漢書から唐に至るまで，日出• 日入の時刻や昼夜の時間の表が何度
も作成されたが，附書の 1つの表が新しい観測を取り入れて作成された以外は，す
べて後漢書の表が基になっていることが明らかになった．宋史に掲載されている日

出•日入の時刻と昼の時間の表は 1 年問の太陽の動く速さが変化することを考慮し
て作成されていることも明らかになった．

中国の正史に掲載されている昼夜の時問，日出・日入の時刻，影の長さのデータ

はすべて緯度34.5度付近の特定の緯度の地点が基準点に選ばれている．そこでは，
冬至と夏至の日の日出から日入までの時間とそれ以外の時問の比が 2:3または3:2
という簡単な整数比になっている．この伝統は日本にも受け継がれている．

Table A.l 12の辰刻
名称 動物 時問 (1) 時問 (2)

h h h h 
子 zi <tzu> rat 23-01 00-02 
丑 chou <ch'ou> ox 01-03 02-04 
寅 yin <yin> tiger 03-05 04-06 
gp mao <mao> hare 05-07 06-08 
辰 chen <ch'en> dragon 07-09 08-10 
巳 si <szu> snake 09-11 10-12 
午 wu <wu> horse 11-13 12-14 
未 wei <wei> sheep 13-15 14-16 
申 shen <shen> monkey 15-17 16-18 
酉 you <yu> cock 17-19 18-20 
戌 xu <hsu> dog 19-21 20-22 
亥 hai <hai> pig 21-23 22-00 
時間 (1)は中国の唐までと日本の古代・中世に対
するもの．
時間 (2)は中国の宋の時代に対するもの．
名称欄でローマ字で書いたものは，初めが中国の

pinyinによるもの，＜＞で囲ったものは従来の
Wade式によるものである．
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6 補遺：辰刻

中国でも日本でも l日は 12の辰刻に分けられていた．それらの名前とそれに対応
する時間を TableA.1に示す．
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ABSTRACT 

We present the dynamical evolution of a globular cluster system in disk galaxies, for 
the purpose of setting important limits on its initial state, i.e., the initial mass func-
tion of globular clusters, their spatial distribution, and velocity anisotropy, thereby 
allowing us to elucidate the initial state of a host galaxy where a cluster system 
resides. A globular cluster system is also a good mass tracer of its host gal邸 y,
whereby the effects of its clyuamical evolution must be properly taken into account 
for the correct, unbiased masH estimate. 
Based on this motivation. we follow the evolution of a globular cluster system 
in various axisymmetric galactic potentials with both of the disk and dark halo 
components over the period of 13 Gyr and then analyzed the properties of the 
chrnter system in detail. Our rcsul ts arc summarized as follows. 
(1) Even under various forms for galactic potentials and various initial velocity 
distributions for clusters, their 13 Gyr dynamical evolution re8ults iu an approxi-
mately log-normal mass dh;tribution, provided their i11itial mass distribution forms 
a power-law function with iudcx -2. It is worth noting that its peak appears at a 
m邸 sof Al rv 105恥 ifthe lower cutoff of an initial mass function i8 located below 
105J¥ll。.This is in good agreement with the observed position of a peak for cluster 
mass distributions in various galaxies. (2) Globular clusters in the inner part of the 
surrounding galaxy are destructed more effectively by galactic tides than those in 
its outer part, so that the density in its inner part is reduced, while that in the 
outer part remains unchanged. (3) Globular clusters on radial orbits are prefer-
entially destroyed by galactic tides, whereby the velocity distribution of a cluster 
system becomes more tangentially anisotropic in later time. To what extent this 
occurs is sensitive to the initial velocity distribution of clusters and the form of a 
galactic potential at its outer part: both more radial anisotropy in their initial ve-
locities and more centrally concentrated form of a galactic potential give rise to a 
more tangentially anisotropic velocity distribution for the final state of clusters. (4) 
Even starting from different initial conditions for a cluster system or setting nuder 
different galactic environme11t, the line-of-sight velocity distribution of clusters in 
an edge-on galaxy is insensitive to such different setup, as only one velocity compo-
nent is involved in it. (5) The surviving muuber or total mass of _globular clusters 
after their 13 Gyr evolution dcpcndi:; 11ot only on a galaetic environment but also on 
an initial state of a cluster system, such a:-; its velocity distribution. This suggests 
that the observed difference in the total number of~lobular clusters among various 
galaxies may be caused by the different initial velocity distribution of clusters (e.g., 
existence of a systematic rotation), even if the initial total number is the same. In 
particular, the large number of observed clu8tcrs in M31, i.e., about twice邸 large
邸 thatin the iviilky Way, may be cau8ecl by the reported large systematic rotation 
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of both metal-rich and metal-poor cluster systems in I¥,131, while only the metal-rich 
cluster system shows a large rotation in the Ivlilky \~'ay. 

1 Introduction 
Globular clusters constitute an independent galactic component in a gal邸 y,i.e., a 
globular cluster system. Globular clusters are usually as old as Hubble time, and 
hence a cluster system plays important roles in studying when, where, and how 
globular clusters formed in a galaxy. Also, studies of a cluster system are closely 
associated with the most important issue in galactic astronomy, i.e., when and how 
a galaxy formed, where a cluster system is found. In particular, various properties of 
clusters in each cluster system, such as their total number, mass function, spatial and 
kinematic structures, age distribution, and metallicity (color) distribution, provide 
us with useful information on the formation of a cluster system in each host galaxy 
as well as the early evolution of a host galaxy itself. 
Advent of high-resolution observation by the Hubble Space Telescope (HST) and 
8-lOm class ground-based telescopes has made it possible to resolve extragalactic 
globular clusters in distant galaxies. In addition, a particular attention has been 
paid to our nearest neighbor, the Andromeda galaxy (lv131), for the purpose of 
comparing its globular cluster system with that in the Tvlilky ¥Vay. Such a detailed 
comparison is now possible, as the photometric and spectroscopic surveys of the 
globular cluster system in !¥1131 are nearly complete. It is worth noting that the 
total number of globular clusters in 1¥1131 amounts to about 400, which is twice as 
large as that in the l¥tlilky Way. This difference in number is much larger than the 
typical uncertainty in it (rv a few x 10) (Barmby & H uchra 2001; Fusi Pecci et al. 
1993}. Also, in the :tvlilky Way, only the metal-rich cluster system contains a strong 
systematic rotation toward a galactic rotation, whereas in 1¥1131, both of the metal-
rich and metal-poor cluster systems show large systematic rotations: the rotation 
velocities of the metal-rich and metal-poor clusters are 160士19and 131士13kms-1, 
respectively (Perrett et al. 2002}. 
In addition to Nl31, several characteristic properties of clusters, such as their total 
number, in various types of distant disk galaxies have been accumulated (Goudfrooij 
et al. 2003; Barmby 2002; Kissler-Patig et al. 1999). In Fig.LI, we plot the total 
number of observed globular clusters, N, as a function of the absolute magnitude of 
their host galaxy in V-band, NIぶwhichincludes the luminosities of both the disk 
and bulge components. It follows that N is larger in brighter host galaxies. 
Ivlost of previous theoretical studies for the evolution of such observed globular 
cluster system have mainly focused on the change of the mass function of its member 
clusters as a result of several mass-loss processes, based on several methods, such 
as semi-analytic method, Fokker-Planck code, and N-body simulation (Vesperini et 
al. 2003; Fall & Zhang 2001, hereafter FZOl; Vesperini 1997, 1998; Baumgardt 
1998; Okazaki & Tosa 1995). However, since previous studies adopted simplified 
assumptions for a host galaxy as explained below, our understanding of the evolution 
of a cluster system, especially concerning its spatial and kinematic structures inside 
its host galaxy, is yet highly limited (Baumgardt 1998; 1vlurali & Weinberg 1997a, 
b, c). 
Generally saying, mass-loss processes of clusters depend on the form and its change 
of external gravitational force acting on them during the course of their orbital 
motion, i.e., the detailed form of gravitational potential in a host galaxy. Hence, 
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Figure 1.1: Total number of observed globular clusters, N. as a functi011 of the absolute magnitude 
of their host galaxy in V-barnl, !vi[, which includes the luminosities of both thl、diskand bulge 
components. 

an assumption of a spherical potential adopted in previous studies is too simple 
to apply to actual galaxies holding bulge and disk components: such non-spherical 
parts of a gravitational potential strongly affect the evolution of a globular cluster 
system. However, comprehensive studies for the effects of a non-spherical potential 
on the evolution of spatial and kinematic structures of a cluster system arc yet 
lacking, whereby it remains unclear how such a general con:-;ideration of galactic 
environment affects the evolution of a cluster system, or conversely the initial state 
of a cluster system by tracing back its evolution. Therefore, it is yet unsettled 
as to how many clusters were existing before they disappeared by their dynamical 
evolution, or in other word8, how many clu8tcrs formed in each host galaxy. This 
indicates that more detailed studies for the evolution of a globular cluster system are 
required for the purpose of setting useful limits on the formation process of globular 
clusters in a galaxy. 
Based on this motivation, we develop semi-analytical models for the dynamical 
evolution of a globular cluster system embeded in various galactic potentials. In 
sharp contrast to simple spherical models examined previously, our models fully take 
into account the non-spherical nature of a galactic potential, mostly due to a galactic 
disk component, which strongly affects the dynamical evolution of glohnla.r clusters 
in the course of their orbital motions. In an E以isymmetricpotential which allows an 
explicit evaluation of the so-called third integral of motions, we consider the several 
mass-loss processes of globular clusters, which include the effects of stellar evolution 
ill cluster stars, their two-body gravitational relaxation, and gravitational shocks 
acting on a cluster. Taking into account all of these mass-loss processes for globular 
clusters, we calculate the time evolution of their total number, mass function, spatial 
distribution, and velocity distribution, under various initial conditions in densities 
and velocities for clusters and various galactic potentials. 
In Section 2, We construct the general models for calculating the evolution of 
both the m邸 sfunction of a globular cluster system and its spatial and kinematic 
structures in various types of disk galaxies. Section 3 is devoted to the model 
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calculations and the analyses of the results, depending on the initial set up of a 
globular cluster system and galactic environment. In Section 4, we estimate the 
survival probabilitites of globular clusters in several disk galaxies with different 
masses and discuss if these theoretical predictions explain the observed difference 
in the total number of globular clusters among various disk galaxies. In particular, 
we attempt to clarify if this difference originates from different initial conditions of 

globular clusters or from their evolutionary effect. 

2 Basic methods 
2.1 Galactic potential 
In contrast to previous models for tracing dynamical evolution of a globular cluster 
system, we adopt an axisymmetric gravitational potential for a host galaxy to cal-
culate the orbits of clusters. We then set a distribution function of clusters, which 
follows isolating integrals of cluster motion in a consistent manner. 
It is well known that for an axisymmetric gravitationa.l potential, two classical 
integrals exist, i.e., the orbital energy, E, and the angular-momentum component 
parallel to the symmmetry axis, L::, whereas no general expression exists for the 

third integral, 13, which is thus estimated numerically in most cases. If a distribution 
function of clusters depends only on E and L::, their velocity dispersions < V; > 
and < Vz2 > in cylindrical coordinates (w, z) ought to be identical and thus lack 
generality for the application to actual cluster systems. However, it is also known 
that an exact third integral is available if a gravitational potential is of St奴ckelform, 
for which the Hamilton-Jacobi equation separates in ellipsoidal coordinates. Every 
orbit in this type of potential possesses three exact isolating integrals of motion, E, 
12, and 13, which are known explicitly. Therefore, we adopt Stackel potential as the 
galactic potential in our following calculations. 
We define prolate spheroidal coordinates a.-; the triple (入，¢,v), where </J is the 
azimuthal angle in cylnclrical coordinates (w, ¢, z) and入andッarethe two roots 
for 7 of 

匂
2 z 2 

―+―=  1: (2.1) 
T+O'. T+"'( 

with-"'(~V~ ーO'.~ 入. The parameters o: and "Y are constants and give foci 
(w=O, z=士△） of the spheroids of constant入andthe hyperboloids of constant v 
in the plane of </> = constant for△ = ("Y -a) 1 /2. The relations between (入，v)and 
(w, z) are given by 

2 (入+a)(1ノ十a) (入+"f)(V +'Y) 
iJJ = 2 ， z = 

lt-'Y'Y-lt  
(2.2) 

An axisymmetric gravitational potential of Stackel type, V, is written in the co-
ordinates as 

V(入，v)=一
（入+r)G(入）ー (11+ 1)G(11) 

三一心（入，v), (2.3) 

where G(r) is an arbitrary function andゆisthe relative potential. We take 

G(;) =Gd(;)+ G出）， (2.4) 

where G<L(T) and Gh(T) are the contribution from the disk and the dark halo, re-
spectively. Following Vedel and Sommer-Larsen (1990), we adopt the perfect oblate 
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spheroid for印 (r),

2G 1'1d T +')' 

匂(T)=下万戸arctanf三 (2.5) 

where G is the gravitational constaut and l¥1d is the total mass of the disk, whereas 
for G1i(r), the s=2 model of de Zeeuw, Peletier, and Franx (1986) is adopted, 

Gh(r) = -41rGp11う/,[]n (~)— r + 271, -o:1, In (ニ-)+ 2,,,, -(しh
うJ, 2(T十ぅ'J,) —うI, ご

X (ぷuctan~戸arctan~)] , (2.6) 
where Po is the mass density of the halo at the galactic center. The parameters th 
and 0:1i are arbitrary and play the same role asぅaudn, respectively, in defining the 
current prolate spheroidal coordinates. In order to make this combined potential of 
Stackel form, we choose the coordinates so that the focus of the disk is identical to 
that of the halo, 

う1,=ぅ'-b, ah = a -b, (2.7) 

where bis an arbitrary parameter. From Eqs. (2.6) and (2.7), G11(r) is written as 

c.(T) = -4,rGpo('y -I,) [1n ぶ—ぅ— b
-1 + b 

_r+ry+△ 2 7 + b ぶ+1-b 
111 + 

2(7 + "/)一＾（十 b J'戸

x (~arcta, ドロarctanふ）l・(2.8) 
This potential is characterized b,v△, 1'1小 p0,the axial ratio of the disk, (Jr1 (=~ 万），
and the axial ratio of the halo near the galactic center, り1i(=J五応）．
As a standard model for thii; type of galactic potential, we adopt the following 
parameters after some experiments: △ = 4 kpc, 叫=G X 1010 11i的 Po= 5.89 X 107 
恥 kpc丸 （一ぅ炉 = 0.125 kpc. (b -1)112 = 3.75 kpc, resulting in qr1 = 0.031, 
q11 = 0.68. Based on this standard model, we plot, in Fig. 2.1, the rotation curve 
and vertical density distri but io11 at the solar radius (-ro = 8 kpc). It follows that 
the rotation curve is approximately flat outside匂～△ and its value at the solar 
radius is given as Vc: ~219 km s-1. Also, the local density at the solar radius, Plo叫
(including both disk and dark halo contributions) is given as Ptocal = 0.13 Al0pc . ー3

For other galactic potentials, we will change the values of△, 1Ud and /Jo to see the 
effects of various galactic environments 011 the final results. 
In this Stackel-type potentiaL the Hamiltonian H for the motion of a globular 
cluster in the relative potential・1ド（入，1/)is written as 

P又
2 、2

IJ = -—+ P<,~Pv 
—+―—心（入， v) (2.9) 

2P2 2w 2R2 

p2 = 入— lノ
ヽヽ• 、,R2 ., . 

lノー入
＝一 (2.10) 
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The equation of the motion of a globular cluster 

2 1 12 [3 
P, = 2{r + a) [c(r)―言;―言了―f],T =>.,Iノ (2.11) 

砂＝且=212, (2.12) 

where E, /2, and /3 are three isolating integrals allowed by the potential, i.e., 

E= -H 
1 

12 = -£2 2 Z' 

Ia=~ は＋店）＋△2 [~ 迅ー z2G(入l=~(v)]'

(2.13) 

(2.14) 

(2.15) 

where L = (Lェ，Ly,Lz) is the angular momentum in rectangular coordinates. The 
velocities of a globular cluster on an orbit characterized by the integrals (E, 12, /3) 
can be expressed as 

where 

ぬ＝士＼／
2(/t -/3) 

入— v
, V¢=士戸阪＝士

r;;:;' 

入+,
It(E, 12, 入）＝（入+1)[G(入）ー€］—-一12

入+a
Iノ十1

/3(E, /2, v) = (v + 1)[G(v) -E] --/2. 
v+a 

(2.16) 

(2.17) 

(2.18) 

Having obtained the form of a galactic potential, we assume that the orbital 
structure of the initial globular cluster system follows a phase space distribution 
function which depends only on isolating integrals, E, 12, and Iが

f(<,h,Ia) = { 
(ef/<rc _ eto/a~)e-[2(/叶Ja)]/2a呂， E~Eo

0, E < Eo 
(2.19) 

where ac is a characteristic velocity, r A is the core radius, and e:0 is minus the cutoff 
energy (Vedel and Sommer-Larsen 1990). In a spherical potential, this distribution 
function yields velocity dispersions a1. = ac and叶＝吋1+ (r/r A)2J-112 in the 
radial and transverse directions, respectively, where r A marks the transition from a 
nearly isotropic to a predominantly radial velcity dispersion. The number density 
distribution corresponding to the distribution function is written邸

p(ro, z) =雪年）d, ,; に加）生
ro ,0 1 ,IT. 
xjば(,,/ふ入） f(,,I2,J3)dfa 
13 (c,/かI/) v'Ut -]3)(!3一灯）．

In a spherical logarithmic potential, ゆ=Ve log r, p(r) is simply given as 

p(r) <X [1 + (r/rA)2]-1r―"lg 
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Figure 2.1: Rotation curve for a standard potential of a galaxy (left: panel) audits vertical density 
distribution at w = 8 kpc (right pa11cl). 

with 19 = (½ 衣況
As a standard model for the initial distribution of a globular cluster sy8tem, we 
adopt the following parameters: fo =・4り(w= 250 kpc. z = () kpc), ・, ・c・=5 kpc: 
and <ic:=145 km s-1, resulting in 1,9~2.3. For other initial distributions of cluster 
systems, we will change only the value of rA, i.e., the location of transition between 
a nearly isotropic and preclomi11a.11tly radial velcity clispen;ioui-;. 

2.2 Mass-loss process of a globular cluster 
In the course of its orbital motion, a globular cluster is subject to various disruptive 
processes on various timescales. Stellar evolutionary proces8es, i.e .. a combination of 
supernovae, stellar winds, and other ejecta, remove mass from a globular clu:,ter on 
a short timescale (t乏afew x 108 yr). On long timescales (tえafew x 108 yr), there 
exist three different dynamical processes which also remove ma88 from a . globular 
cluster. As the first process. internal relaxation by two-body scattering, 1.c. two-
body ralaxation, causes some st,arn, especially low-mass :,tars, to gain enough energy 
to escape from the cluster. At.:. the :;econcl process, when a cluster orbits around a 
host galaxy, it experiences a time-dependent tidal field, which may vary so rapidly 
when it passes rapidly near the lmlge or through the disk that :,tars in the outer parts 
of the cluster cannot respond adiabatically. The correspondi11g change in the energy 
of stars (heating and relaxation) causes :,ome of them to c:;cape from the cluster. 
These effects are known respectively a::; bulge and disk shocks and more generically 
as gravitational shocks. As the third process, the deceleration of a cluster induced 
by the wakes of stars and dark matter particles in a host gal釦xybehind it, i.e., 

dynamical friction, causes the cluster to spiral toward the galactic center, where it 
may be destroyed by the strong tidal field. ¥Ve note that the effects of dynamical 
friction on a cluster depend on it8 mass and the position hi the host galaxy, and it 
is especially important only {・rclusters are located near the galactic center; most of 
them orbiting in the outer parts of the Galaxy are not spiraled toward the galactic 
center by dynamical frictioll. I¥lorc specificAlly, following the simple analysis of 
Fall and Zhang (2001, hereafter FZOl), which evaluated the disruption time tclf by 
dynamical friction for the globular clusters in the ivlilky Way, the vast majority of 
them have tc11 > 20 Gyr. Tlms, we neglect dynamical friction in calculating mass 
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loss of a globular cluster. 
In our model for the evolution of a globular cluster1 we consider three processes 
that reduce the mass of a cluster: (1) evaporation driven by two-body rel邸 ation,
(2) evaporation driven by gravitational shocks, and (3) mass loss driven by stellar 
evolution (supernovae, stellar winds, and other ejecta). These processes may be 
correlated and mutually reinforcing in a realistic globular cluster, but we assume 
that they operate independently each other in order to simplify our calculation of 
mass loss of a cluster. Thus, following many previous studies (see Spitzer 1987, 
FZOl), we write 

AJ = -[Vev(t) + lノsh(t) + lノsc(t))11;/, (2.22) 

where Vcv(t), V.91i(t), and V."c(t) are fractional rates of two-body relaxation, gravita-
tional shocks, and stellar evolution, respectively. 
The fractional rate of mass loss by stellar evolution, 匹 (t),depends on the age of 
a cluster and the stellar initial mass function. ¥le compute Vse(t) from the Leithercr 
et al. (1999) model with the Salpeter initial stellar mass function. vVe find that, 
following the model of stellar evolution, the mass of a cluster drops approximately 
exponentially with time over the period oft乏3x 108 yr, reaching about 60 % of 
its initial value, and then remains unchanged in the later stages. 
The effects of the two stellar dynamical processes, two-body relaxation (vev) and 
gravitational shocks (vs1i), respectively1 can be analytically written as 

(c 7.25~emG112 In A 
Vc1, = -= 
t,.11 Ji;Jl/2炉/2r:J/2'

(2.23) 

紐 sA 6.67E研sAg訪門
Vsh = = (2.24) 
tsh 

.rt 11』Tn TT? l 

(Spitzer 1987; FZOl). In Eq. (2.23), ~e is the fraction of stars that escape from a 
cluster per half-mass relaxation time trh by two-body scattering, rt is the tidal radius 
of a cluster, k relates its tidal radius with the half-mass radius, i.e., rh = krt, m is 
mean stellar mass, and In A is the Coulomb logarithm. We adopt (e = 0.045 and k = 
0.145 (Henon 1961), as obtained from the self-similar evolution of a tidally limited 
cluster (with a single stellar ma.<,s) by two-body relaxation alone. In Eq.(2.24), t81, 
is the heating time by gravitational shocks for first-order ene_!gy changes in the 
impulse approximation (Ostriker, Spitzer, & Chevalier 1972), A is a correction for 
partial adiabatic (i.e. nonimpulse) response averaged over all stars in a cluster. 
The parameter E1, accounts approximately for the addition of second-order energy 
changes, also known as shock-induced relaxation (Spitzer & Chevalier 1973; Kunclic 
& Ostriker 1995). The other parameter Ks relates the fractional change in energy 
caused by gravitational s~ocks to the corresponding fractional change in mass, i.e. 
NI/ J¥;f = KsE / E, where E and E are the total energy change and the total energy 
of a cluster, respectively. Also, in Eq.(2.24), V::: is the vertical component of the 
velocity of a cluster relative to the disk, P<fi is the azimuthal period of its orbit 
around the host galaxy, and 9m is the maximum vertical acceleration caused by the 
disk. The adopted values of parameters in Eqs.(2.23) and (2.24) are summarized in 
Table 19. 

2.3 Numerical modeling of dynamical mass-loss processes 
In order to simplify the calculation of the above two dynamical processes, two-body 
relaxation and gravitational shocks, we adopt Heveral numerical approximation as 
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Table 19: Parameters for the mass-loss calculation of a globular cluster 

＆ 0.045 
k 0.145 

m 0.7 Mcり

Ks 1 

lnA 12 

fl, 7/3 

followH. 
(i) Method for calculating a tidal radius 

First, we assume that each cluster has au outer, limiting radius r, determined by 

the tidal field of a host ga.laxy at the pcriccnter of its orbit and that each cluHter 

evolveH at constant mean density, as derived from p = J,,;f / (4rrr? /3). In the ca8c of a 
spherical galactic potential, the pcricentric distance from the galactic center remains 

unchanged at each passage. so that a cluster on such an orbit may hold a constant 

mean density, p, as determined from r1 estimated as 

,., = C2  _~」~;/d,-2)1/3'{2.25)  
where w is its angular velocity and <I> is the galactic potential (King 19C:i2). F'or 

non-spherical cases as assumed here, where the pericenter differs at each orbital 

passage, we邸 sumethat a duster is supposed to have a constant mean density邸

well, a.5 determined from the smallest tidal radius rt, i.e., when cluster's orbit holds 

the smallest periccnter, and that Eq.(2.25) for a spherical limit yet provides us with 

an approximate estimator of'、r1in non-spherical cases. 

Taylor & Babul (2001, hereafter TBOl) also adopted Eq.(2.25) for their axiHym-
metric model, where the asphericity of the potential was averaged to estimate 

d2<I>/dr竺i.e.,
d吋）（輝spli d G 1¥1 (< r) 

戸=dr2 =盃['會2 l' (2.26) 

where <I>spli is the spherical potential with the :-;ame total mass !d(< r) interior tor 

as the axisymmctric dem;it~·distribution. However, the calculation of this 1¥1 (< r) 
is tedious as the potential ¥¥'C'adopt is complex, while this method of estimating r1 

is not necessarily accurate. ¥Ve instead obtain a differential equation for d坤/dr2

at the position of a cluster C'C'ntcr and so]ve it in a self-consistent manner: we first 

obtain the p;ravitational force f 

t=(誓）,,、>= (篇）z f + (塁）R予 (2.27) 

at four point8 (R士8R,Z), (R. Z士8Z)near the center of the cluster (R, Z)彎 where
JR and 8Z arc infinitesimal. aucl then calculate l輝/dr2 at the center of the cluster 
(R, Z), 

~1(/l,Z) = (塁）flh I 11.Z) = (嘉）、1(/1,Z)~+(嘉）」(R,Z)予 (2.28)
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Figt1re 2.2: Ratio between <i2<1>/<fr2 obtained from Taylor & Babul's (2001) and our methods 
for the perfect oblate spheroids with axial ratio q of mass density at some points (R [kpc], 
Z [kpc])={l0,5), (8,0), and (3,3) in the potential. 

For the comparison between the above two different methods to estimate d2<I> / dr汽
we use a perfect oblate spheroid as a gravitational potential, where the surfaces of 
constant density are all similar concentric ellipsoids, and calculate d2<I> / dr2 at specific 
points in the perfect oblate spheroids with various axial ratio q of the mass density. 
Fig.2.2 shows the ratio between d2<I> / dr2 obtained from TBOl's and our methods for 
the perfect oblate spheroids with various a.xial ratios q of mass density. The thick 
solid, thin solid, and dashed lines denote (R (kpc], Z (kpc]) = (10, 5), (8,0), and 
(3,3) in cylindrical coordinates in the potential, respectively. At (R (kpc], Z (kpc]) = 
(10, 5), d2<I>/dr2 obtained from our method agrees with that obtained from TBOl's 
method in all axial ratios q of mass density. At the closer point ((R [kpc], Z [kpc]) = 
(3, 3)) to the galactic center and at the point ((R [kpc], Z [kpc]) = (8, 0)) near the 
disk, the ratio decreases with decreasing axial ratio q. However, since the minimum 
of this ratio is rv0.75 at q rv O and (R [kpc], Z [kpc]) = (8, 0), the tidal radius 
obtained from our method almost agrees with that obtained from TBOl's method, 
independent of the position in the host galaxy and the axial ratio of its mass density. 
With the constant density assumption for a cluster as discussed above, Eq.(2.22)— 

(2.24) take the form 

111 =—µev -lノshNI,
伽=269~e(Gp)112叫nA,

4.84 X 10-3E/心 Ag;,i
Iノ,'Iii=

GpP¢V}' 

(2.29) 

(2.30) 

(2.31) 

whereμc11 and zノshare constants. The coefficients A and 9m in Eq.(2.31) for the 
gravitational shocks depend on the galactic potential and the orbit of a cluster. Since 
the inclination of a cluster's orbit on the disk varies with time in an axisymmetric 
potential, we determine A and .9111 at each passage through the disk as described 
below. 
(ii) Method for calculating the effect of gravitational shocks 
To evaluate Eq.(2.31), we adopt the following approximation. The quantity .9m 
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denotes the maximum vertical acceleration caused by the disk, 

洒

9m =司(ll.,S;)' (2.32) 

where R; is Rat -ith pa.ssag0. through the disk, and Si is Z at which a cluster starts 
to feel ith gravitational (disk) shocks. In order to determine Si on an orbit of a 
cluster in our adopted gravitational potential, we identify the beginning of shocks 
under the condition of rapid shocks1 i.e.1 

isl, < lcross (2.33) 

where tcross denotes a typical crossing time of stars at half-mass radius rh of a cluster 
and ts,, a shock crossing time estimated at ith passage through the disk 

l,,, .• _,, = (臼）3/2信）ー1/2
い＝立
Vz,; 
， 

i-;o that 

S; = Vz,; に）"i¥cp)―l/2, 
r1, 

(2.34) 

(2.35) 

(2.36) 

where Vz,i is Vz at ith passage through the disk. It is worth noting that this height 
S; depends on both the average density of a cluster and its vertical velocity to the 
disk Vz: a more massive cluster with higher velocity through the disk has larger 
height S; ・
Using the height Si, the average adiabatic correction factor A is written as 

A= 
.1;;・1 r2(A1[:z:(r)] + A中(r)])p(r)r2dr
J。;・1r2p(r)r2clr' 

A1(:r) = A2(:i:) = (1 +: 性）ー:J/2,

； z: = w(r)tsh 
w(r)S; 
=―"  v幻

叩） = (~)ー:l/2

(2.37) 

(2.38) 

(2.39) 

(2.40) 

where A1(x) and A2(:r:) are the local adialmtic correction factors for the first-and 
second-order energy changei-; by gravitational shocks, respectively, and p(r) is the 

density distribution of Htars in a cluster. ¥'Ale approximate that all clusters at a given 
time have the density distribution 

加）~ ¾(1- 砂（号）I/2, (2.41) 

(FZOl). Its density distribution is the same as that of the King (1966) model, 
p(r) ex: (~ ー t)512for r→ r1, in the outer region of a cluster, whereas in the inner 
region, it has a singular behavior appropriate for core collapse models, p(r) ex: ,.-2 for 
r→ 0 (Spitzer 1987, FZOl). The half-ma.<;s radius of our adopted density distibution 
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of a cluster is r1i = 0.18rt, re邸 onablyclose to that of the Henon model (r1i = 0.145r,.) 
as we adopted in Section 2. 
Thus, in this simplified model for the mass-loss of a cluster, Eq.(2.29) has the 

exact solution at Tct,i~t~Td,i+ 1, 

M(t) = { M(O) -/lcvt -M,,, i = O 
NI(Td,i) -..&2L..{ exp[vsh,i(t -Tc』]-1} exp[-1ノsh,i(t-Td,i)], i # 0 

llsh,i 

(2.42) 
where Td,i denotes the epoch of the ith p邸 sagethrough the disk, NI(Tcぃ） is the mass 
of a cluster at t = I:1ふ Vsh,iis fractional rate of gravitational shocks at T; 心 ~t~
T;1,i+1, and 1¥1.-;e is total mass-loss by stellar evolution for t乏3X 108 yr. 
In contrast to our method for dealing with gravitational shocks as described above, 
TBOl made a different approach to the issue, based on the method which reproduces 
m邸sloss of a satellite galaxy calculated by N-body simulation. Their method is 
summarized as follows. Firstly, they identify rapid shocks under the condition that 
shock timescale is shorter than the satellite's internal orbital period. Secondly, they 
divide the gravitational shocks into a series of n discrete time steps of length△ t, 
and in going from t11 to t,,+1: the energy change△ lV (t,, → t11+1) of the satellite 
galaxy in a single time step is 

1 
11-l 

△ W(tn→ tn+I) = 2(△ t)'知(t,.)・［心知(t;)+知(t,J], (2.43) 
where Aud仏） is the tidal acceleration at ti. The acceleration Atid at the center of 
the satellite galaxy is written as 

Atid(t) = x(t)・[▽ g]に=0)= 9a, 四 (t)ea, (2.44) 

where g is the galactic gravitational fielcl,_gゅ＝如/8xb evaluated at x = 0, ea is the 
unit vector in x0-direction, repeated indices a, b indicate summation over the three 
Cartesian coordinates. Thus, taking the dot product in Eq. {2.43) and averaging 
over a sphere of radius r gives 

△ Wi;d(tn→ t,.+1l =~ 芦（△t)2 [ 290,b(t,.)団，a,b仏）＋伽，,(t,.)aa,b仏）] , (2.45) 
i=O 

with 18 terms from two summations over a and b. In an axisymmetric potential, a 
and bare Rand Zin cylindrical coordinates, thus 9a,b obtained from TBOl's method 
includes 9RR, gnz and gzz, whereas g叫， obtainedfrom our method only includes 
gzz. From Eq.(2.45), the energy change△ E by gravitational shocks is written as 

△ E = E1,A1,TB(;1:1z)△W両(t11→ iu+l), 

Ai.TB(叫 =(1+叶）―＼
叫=w(r1i)tsh, 

(2.46) 

(2.47) 

(2.48) 

where A1,rB(叫 isthe first local adiabatic correction factor at the half-mass radius 
of the satellite galaxy. Thirdly, they calculate the change△ P1・,sat in mean density of 
the satellite galaxy inside radius r, in the absence of shell crossing, 

△ Pr,,at改△ 『＇］ジl~ —翌 oc —竺， (2.49)r 
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Figure 2.3: (a)Orhit of I he cluster with r = I .. 12 = 0.5. and 1:1 = 0. 7. The initial posit ion of the 
clnsl Pr lies on (R[k叫.Z[lq)(']) = (8 .. -,). (IJ)Halio 1'/(l)/1¥/。ofa dnstcr with lhc orbil (a) i11 our 
111!'1 hod (LI成ksolid lill(•) . Tl30 I"~ml't hod with all .<Jc,.b (thin solid li1w). and TBO I・s method with 
仰 7,alone (dashed line). Th<'111;1ヽS、1/0and 1'/(1) are the i11itial 1nmゞsofaclustf'r. 105.1/. a11d 1lw 
111a;;s al li111c I. 

wltiC'h is inclcpc11cle11L of radius r. Finally. they nppl_v t li e• Lida! stripping. 

Pr .. uゞt(<r,) = IJP11111(< r) (2.50) 

）］ 三 p;;::,'亨〗） ＝ り 1,;'/こ~\ -) = G 11:~:~ r) (w - ~ ) . (2.51) 

Lo t.lif'110w, l!caLcd density profile Lo clctcn11inc how 11111ch 111a:-;s is lost.. 
ln order Lo ltigltligltt. t'l1c diffcrc'ncc、heいvccnTBOl's and om m叫10ds.W<'cakul1:1Le 
しhemass-loss mt e of H cl11sler by ~rn\·ilalional shocks alo11e as obtained fro111 T1301・s 
and om nwthods. 111 this c:akulatio11. 11・c calculate 011ly A1(.r) in our n1etl1od a11d 
叫opt3/2 as 1 in Tl301・s method. Fip;.2.3a shml's a typical orbit of a cluster obtai11ccl 

with tltc intcgrnls c = 1., 12 = 0.'J. a11d 1:1 = 0.7. Given the sl1c1pc ofとu1orbit, Fig.2.3b 
shows ltowしheclnsLer evolves by grnvit.aLional sl1ocks alo110, IJascd 011 om 11叫 ltod
(Lltick solid line), Tl301's 111ctlwcl wiLI! allリn.b(しhinsolid line), and TBO l's rncthod 
wit It仰 zalone (dashed line). luしhisligurc, the nor111,tli;,,t•d factor 1¥10 c-orrcsponds 
to the initial 111ilss of a c-lttster. ¥¥・llidt is 10".Ur.. and:¥/(/) isしhe111ass of'a cl ustcr 
at Lime t. It follmrs fro111 tltc, figme that the ratio .¥J/.¥10 drcreases approxi111atcl:・ 
linearly ¥¥'ith ti111c・a11d it rcac-l1es c1bo11t 0.95 at t =13 Cyr. This ratio obt1-1i11cd from 
om method Rlmost. ,1gre('S witl1 tltnl rnlculated by TB(Jl's method wit.Ii Yzz alone 

孔11clalso alrnosL c1grccs with that C'Hlc1tlatcd by Tl301・: ゞ 111 (•L liod with all g、ヽ，1,.Thus, 
l've11 for other types of orbits. t It('dl'c・ct o「graviLat.io11alshocks in our 111cしhodis 
expected Lo agn't'¥¥'ii 11 that in TBO 1・s 11叫 hodwith ,<Ju.b・ 
(iii) Mass loss of a cluster in the current model 
To sumrnariz<'. ¥¥'<'deYclop tlic method Lo calculatC't 11<・mass loss o「"globular 
c-l11sLcr by three diffNt'11t pro奴'SSC'ふ (I)stellar cvol11Lio11. (2)いrn-bod.vrelaxation. 
and (3) gravit1-1Liom1l shocks. i11 ,rn nxisyrnmctric potential co11sisti11g orしhedisk 
and dark halo co111po11c11ts. Based 011 vario11s n.pproxi11叫 io11as described so far, we 
prf'se11t Llie Li111c evoli1lio11 for tile・ 111nss or a cl11slN. Pig;.2.LI shows how a globular 
duslcr having the orbiしgi,・rnin Fig.2.3a and lhc initial 111a~s of 1¥/。=1051¥10 

•• nJ 
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Figure 2.4: Time evolution for the mass of a cluster having the orbit given in Fig.2.3a and the 
initial mass of 105 .A1。.Thick solid line shows the combined evolution of stellar evolution, two-body 
relaxation, and gravitational shocks, whereas thin solid au<l dahed lines, respectively, consider only 
the two-body relaxation and gravitational shocks. 

evolves with time by the three processes in our model. In this figure, thick solid line 
shows the combined effect of stellar evolution, two-body relaxation, and gravitational 
shocks, whereas thin solid and dahed lines, respectively, considers only the two-body 
relaxation aud gravitational shocks. Firstly, from the comparison between thin solid 
line and dashed line, it is found that the ma..<,s-loss effect by gravitational shocks is 
much smaller than that by two-body relaxation and is relatively less important at 
later stages. Secondly, as found from thick solid line, the mass of a cluster shows a 
rapid decline as a result of stellar evolution until it reaches about 60% of its initial 
mass and then shows an approximately exponential decline with time mainly by 
two-body relaxation. 

3 Dynamical evolution of a globular cluster system 
We follow the time evolution of a globular cluster system based on the models 
constructed in Section 2 and explore how the properties of the clusters (total number, 
mass function, spatial distribution and kinematic structure) with a variety of initial 
states for the cluster system evolve under different surrounding environment of a 
host galaxy. 

3.1 Effects of a galactic potential 
We first investigate the effect of galactic environment on the evolution of a globular 
cluster system while the initial state is fixed. 
(i) Setting a cluster system and its surrounding galactic environment 
vVe adopt the standard parameter set for the galactic potential as presented in 
Section 2 and to sec how the detailed form of a potential affects the result, we vary 
the three model parameters, i.e., the central mass density of the dark halo, p0, total 
mass of the disk, Nlc1, and length scale, △， affecting the degree of mass concentration. 
In other words, we investigate the effects of various masses for both the dark halo 
and disk components and of various degree of mass concentration. 
Given such galactic potentials, we set up a globular cluster system with a given 
initial state for masses, positions, and velocities by means of a Ivlonte Carlo simula-
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tion. In the Ivlilky ¥Vay、availableglobular clusters appear to he coeval within rv 1 
Cyr (Salaris & ¥Veiss 2002). Its value is, however, within the typical uncertainty 
of :-;tcllar evolutionary models ("" 2 Gyr), thereby we neglect the effect of delayed 
formation of globular clusters. 

First, we assume that the ma:-;s function of cln:-;ters is given as, 

か(M) 改{'.」~J-2~にり~J~107Pv1か
0 AIく ll11o,ヽ，．

(3.1) 

¥,Ve note that the slope at the intermediate llH-188 range resembles that of the mass 

function of old globular clusters in the l¥Iilky ¥¥'ay and also that of young star clusters 

in the merging Antennae galaxies (FZOl; Zhang & Fall 1999). The upper bound is 
set at A/ = 107 A/。a:-;it appears to yield the most massive Galactic globular cluster, 
w Ccn, which has a total mass of 5 x 10附＼九， after13 Gyr evolution in our models 

(Meylan et al. 1995). The lower bound, Jvl,0111, is set at 1vl = 10的He;>for the reason 
that almost all of clusters i11itially with A/ < Hf>恥 disappearafter the Hubble 
time owing to tidal destruction; without this lower bound for an initial state, an 

available number of surviving clusters is extremely limited and is thus inappropriate 

for statistical analysis, given a limited number of~Ionte Carlo realizations. Based 
on this functional form鳥 wegenerate the artifical data set for the masses of 1000 

clusters by a l¥Ionte Carlo simulation. 

Second, we assume that the positiom; of clusters follow the density distributiou 

given in Eq.(2.21), whereり=5 kpc aud 1y = 2.3. We note that such a density 
distribution diverges at ro ,...., (¥ so we confine ourselves to rv 2:: 2 kpc for the setting 
of 1000 clusters by a l¥Iont<、Carlosimulation. 

Third, for setting the veloc:it ies of clusters, we use the distribution function given 

in Eq.{2.19) and derive the corresponding velocity distribution as a function of 

distance from the galactic center. so that their superposition reproduces the spatial 

dii-;tribution as showu in Eq.(2.21). However, in most cases examined here, it is 

intractable to determine the model parameters of the distribution function (r A, 心
and Eo in Eq.(2.19)) in a consistent manner, i.e., so as to reproduce both the given 

spatial and velocity distributions of cluster:;, because such distributions are fairly 
complex in axisymmetric galactic potentials. In contnぉt:in a spherical logarithmic 

potential ¥JJ(r) = v~log r, the velocity anisotropy of clusters is simply written as 
叶厄 = [1 + (r/r・柑J-1/2.¥¥'hile their spatial distribution has a simple form of 
Eq.(2.21) expressed by rA andぅ,9(sec Section 2). Since our adopted potential is 

rather similar to thi8 loμ;arithmic potential in the respect of yielding the flat part of 

its rotation curve, we attempt to approximate our axisymmetric potential in term:-; 

of such a spherical logarithmic form giving the same amplitude of the rotation curve 

at its flat part and the same cut-off radius. ¥¥ie then determine the three parameters, 
r .. ,, ac, and Eo in Eq.(2.21). Specifically. while rA is fixed as its standard value (5 kpc), 
we derive Eo from the relative energy of a gravitational potential at (w, Z) =(250 
kpc, 0 kpc), whereas a" is derived from (in addition toぅ,9= 2.3) the value of V: ぃ
for which we adopt the amplitude of the rotation curve of our galactic potential at 

な=100 kpc. ¥¥Then 8ctting the orbits of clusters, we avoid those with /2 ,....., 0 (i.e., 
polar orbits) as they are nunwrically unstable. Based on these methods, we generate 

the artifical data set for the velocities of 1000 clusters by a fvionte Carlo simulation. 
¥Ve rnunerically follow tlw orbits of these globular clusters using the fourth Runge-
Kut.ta formula over the period of 13 Gyr and track their ma:-;s-loss processes in 
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Figure 3.1: Evolution of the m邸sfunctio11 of globular clusters in the galactic potentials with 
vctrious values for (a)△ [kpc], (b) lvld [1'1c), and (c) Po [恥 kpc-3].Dott.ed lines denote the 
initial m邸sfunction of clusters, where邸 otherlines show their mass functions after their 13 Gyr 
evolution in various galactic potentials. 

the course of their orbital motion. vVe then analyze the characteristic properties 
of clusters after their 13 Gyr evolution, such as the total number or mass, mass 
function, spatial distribution, and velocity anisotropy. 
(ii) Results 
Fig.3.l(a), (b), and (c) show the mass functions of globular clusters in the galactic 
potentials with various values for△, J1,1Jd, and p0, respectively. Dotted lines denote 
the initial mass functions of clusters, whereas other lines show the mf固ssfunctions 

after 13 Gyr. It follows that in all of the ca.r;es for galactic potentials, the mass 
function of clusters after 13 Gyr can be approximated by a log-normal function with 

a single peak near l¥;f = l炉M。.The position of its peak is in good agreement with 
that of the observed one for available globular clusters in various galaxies, such as 

the i¥iiilky vVay, M31, and other giant galaxies (disk and elliptical galaxies). Thus, 
the final mass function of globular clusters after the 13 Gyr evolution is insensitive 
to the difference in the form of gravitatio叫 potentialof a host gal邸 y.
Fig.3.2 shows the mass functions of globular clusters for various values of A11ow in 
the standard galactic potential. The left panel denotes the initial mass function of 
clusters, whereas the right panel shows their mass function after 13 Gyr. It follows 
that as long as l¥11ow :::; 105 kl,, the mass function of clusters after 13 Gyr can 
be approximated by a log-normal function with a single peak near l¥;f = 1051¥10, 
wherea.<;, in the case of l¥11ow = l o{l J¥i。,the mass function shows a tail at low-mass 
end and its peak is shifted toward larger mass. Thus, provided l¥11o111 ::; 105 Ai。,the 
mass function of clusters after their 13 Cyr evolution resembles the observed one with 

-194 -



Tsu_¥・oshi Sakamoto and l¥I邸 ashiChiba 

5

3

5

2

5

 

3

2

1

 

V
'
J
f
3
0
I
P
/
N
P
 

2
 

5

0

 

．
 ゜

-1a4・5M。
ー1a5M。
・・・ 106M。

3
 
4 5 6 

log(M/M。)
7
 
8
 

5

3

 

．
 

3
 

5

5

 

• 2
1

 

l,JIJDOIP/NP 

2
 

2
 

5

0

 

．
 ゜

-1が.sM。
ー105M。
---106M。

3
 

9

1

1

9

9

9

9

9

9

9

1

9

1

 

_
1
 7
 

『

9

1

し

,-`
 
L̀
_1_-if 
9

9

 

4 5 6 

log(M/Mt>) 
8
 

Figure 3.2: Evolution of the mass fu11ctio11 of globular clusters for various values of J¥11011, in the 
standard galactic potential. The left pml<'I deuotes the initial mass function of clusters.、vhereas
the right panel shows their mass fm1ctio11 after 13 Gyr. 

a peak at A/ "J  10列HG.)・Thisis because globular clusters initially with 1,1 :=:; 10列~13
are efficiently destructed within 13 Gyr. mainly by two-body rclaxati011 of cluster 
stars, which is independent of their orbits and the form of their smTounding galactic 

potential. 
Fig.3.3(a)1 (b), and (c) show the number density di:,tribution of clt1::-;ters in the 

galactic potentials with various values for△, i¥ld, and p0, respectively. Dotted lines 
denote the initial number density distrilmtiou of clusters, ,vhereas other lines show 
the number density distributions after 13 Cyr. It is worth noting that the number 
density of clusters in all galactic potentials appears to decrease in its inner part of 

a galaxy (r乏10kpc), whereas in its outer part (rえ10kpc) the density remains 
unchanged. This is because many clusters are destructed where galactic tides are 
strong, i.e., in the inner part of a galaxy rather than its outer part. 
In Figs.3.4 and 3.5, we plot both t.hc initial and final states for the velocity 
anisotropy of clusters when various values for p0, l¥,fd, alld△, are adopted, re-
spectively (as denoted by different symbols). Dotted lines cm-rcspoucl to the initial 
states, whereas solid lines show the velocity anisotropy of clusters after 13 Cyr. vVe 
note that all of the three dash叫 linesin each panel match well, indicating that 

whatever parameters for a gravitatio11al potential are adopted. we successfully ob-

tain the same initial velocity anisotropy for all cases, i.e., the same initial setting 

for the velocity distribution. It follows from these figures that the ratios, a <t>/ a1. and 
び0/ar,after their 13 Cyr evolution. tend to become larger than their initial values, 
i.e., the velocity anisotropy is made more tangential than the initial one, although 

such velocity changes depend ou the model parameters of a galactic potential and 
either of theヽinneror outer part of a host galaxy. This is because clusters on or-
bits having high eccentricities arc able to pass near the galactic center so that such 
clusters arc tidally destructed more effectively than those on low-eccentricity orbits. 
¥Ve examine in more detail how the preferential destruction of dust」erson radial 
orbits occurs in our models. Figs. 3.G and 3. 7 show the velocity distributions of 
clusters~ しsa fuuction of r for \/~-. Vi》， and¥/0, respectively. The upper and lower 
panels show the initial and final states of clusters, respectively, and three different 
potentials with increasing p0 from pmwl (a) to (c) are investigat<~d. Comparisou 
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Figure 3.6: \~.-distribution of clusters a:-; a function of r in the galactic potentials with p0 =(a) 
1 x 107, (b) 5.8!.l x 107, and (c) 20 x H>7 Ale:> kpc―: J. The upper and lower panels show the initial 
and final states of clusters, respectively. 

between the upper and lower panch; in Fig.3.6 suggests that clusters at、rrv 10 kpc 
and with large l¼-1 are preferentially destructed, such as those at (r, V,.) ,.._, (10, 士400)
in the panel (b) and ,...., (10、士700)in the panel (c). The orbits of such clusters are 
characterized by high eccentricity and cnerg1', thereby having large probabilities to 
be tidally destructed owing to their small pericentric distances. This is also inferred 
from Fig. 3. 7, where we find that many clusters with V</J ,...., 0 or V0 ,...., 0 disappear after 
13 Gyr. The orbits of such clusters arc characterized by small angular momentum, 
or in other words, radial orbits. Therefore, because of the preferential destruction 
of radial orbits by galactic tides, the velocity anisotropy of clusters tends to become 
more tangential, i.e., biased toward 0 or¢direction after their 13 Gyr evolution. 
5.89 x 107, and (c) 20 x 107 /¥1cv kpc—:\ 
While the evolution of their full space velocities as well a.5 of the positions in a 
host galaxy are available for our model clusters, actually available observables in 
an extragalactic cluster system arc limited: the likely true spatial distribution of 
clusters is available only for edge-on disk galaxies, because the absorption effects of 
interstellar gas in disks make it difficult to detect clusters in other disk orientations. 
Also, only line-of-sight velocitie8 arc me孔surablefor extragalactic clusters. Thus, we 
calculate the line-of-sight velocities from the full space motion:; of the model clusters 

as seen from the direction parallel to the galactic disk and investigate the evolution 
of such velocity components. 
Figs.3.8 and 3.D 8how the line-of-sight velocity dispersions of cluster syetems in 
galactic potentials with three different values for p0, A-Id, and△, respectively. Dashed 
and solid lines show the initial and final states, respectively. Each plot is normalized 
at the projected distances of 15 kpc (left panel) and 5 kpc (right panel), so that the 
dependence on s appears clearly. It follows that the line-of-sight velocity dispersions 
of cluster systems are rather insensitive to their dynamical evolution, irrespective 
of different galactic potentials. This may be explained by the fact that line-of-sight 
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(i) initial state 

どOJ~ビビ
三J.~;ビ［し
Figure 3.7: Vtp-distribution of clusters邸 afunction of r in the galactic potentials with po =(a) 
1 x 107, (b) 5.89 x 107, and (c) 20 x 107 l¥tl。kpc-3.The upper and lower panels show the initial 
and final states of clusters, respectively. 

velocities are calculated from the combination of V,., Vrp, and Vo, so that specific 
change of each velocity component may be somehow canceled out in the line-of-
sight velocity space. 

3.2 Effects of various initial conditions 
Next, we investigate how different settings of initial condition for a globular cluster 
system affect its evolution while its surrounding galactic potential is fixed. In par-
ticular, we focus on how the initial kinematic structure of a cluster system affects 
its total number, mass function, spatial distribution, and kinematic structure at the 
present epoch. 
(i) Setting a cluster system and its surrounding galactic potential 
Vve adopt the standrd parameter set for a galactic potential as presented in Section 
2. Given such a potential, we set up three globular cluster systems having different 
kinematics. In order to see how the initial velocity anisotropy of a cluster sysytem 
affects its dynamical evolution, we vary the value of r A which marks the transition 
from a nearly isotropic to a predominantly radially anisotropic velocity dispersion; 
larger r A provides more tangentially anisotropic velocity dispersion. We adopt rA = 
3, 5 (standard value), and 10 kpc. We fix other model parameters in Eqs.(2.19) and 
(2.21) as their standard values, while we adopt the form of Eq.(3.1) for the mass 
function of clusters. We note that the density profile of clusters only slightly varies 
with the value of r A (see the part (ii) of this section). Ba.-,ed on these assumptions, 
we generate the artifical data set for the m邸 ses,positions, and velocities of 1000 
clusters by a Monte Carlo simulation. 
We numerically follow the evolution of these three cluster systems in the standard 
galactic potential over the period of 13 Gyr, and then analyze the characteristic 
properties of clusters after their evolution, such as the total number or mass, m邸 S
function, spatial distribution, and velocity anisotropy. 
(ii) Results 
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Figure 3.10: Evolution of the mass function of globular clusters for various values of r A in the 
standard galactic potential. The dotted line denotes the initial mass function of clusters, where邸
other lines show their m邸sfunctions after 13 Gyr. 

Fig.3.10 shows the mass function of globular clusters for various values of r A in 
the standard galactic potential. The dotted line denotes the initial mass function 
of clusters, whereas other lines show their mass functions after 13 Gyr. It follows 
that in all cases of clusters under various initial conditions for velocities, their mass 
function after 13 Gyr can be approximated by a log-normal function with a single 
peak near 1¥1 = 105 J¥i。.The position of its peak is in good agreement with that 
of the observed one for available globular clusters in various galaxies. Thus, the 
final mass function of globular clusters after 13 Gyr is insensitive not only to the 
difference in the form of gravitational potential of a host galaxy but also to the 
difference in the initial velocity anisotropy of clusters. 
Fig.3.11 shows the initial and final number density distributions of globular clus-
ters for various values of r A in the standard galactic potential. The left panel 
denotes the initial number density distribution of clusters, whereas the right panel 
shows their density distributions after 13 Gyr. It follows from the left panel that 
all of initial density distributions of clusters match well at most parts of a galaxy, 
so the difference in the evolution among cluster systems with different values of r A 
mainly depends on the different initial velocity anisotropy. It is worth noting that 
the density of clusters after 13 Gyr appears to decrease in the inner part of a galaxy 
(r乏10kpc), whereas in its outer part (rえ10kpc) the density remains unchanged. 
This is because many clusters are destructed where galactic tides are strong, i.e., in 
the inner part of a galaxy rather than its outer part. 
Figs.3.12 shows the ratios心/arand a0/ar of globular clusters for various values 
of r A in the standard galactic potential, respectively. The left and right panels show 
the initial and final states of clusters, respectively. It follows from the comparison 
between left and right panels that the ratios四/arandびo/a1.of clusters after 13 Gyr 
tend to become larger than their initial value: the velocity anisotropy of clusters is 
made more tangential than the initial one. This is due to the preferential destruction 
of clusters on radial orbits by galactic tides, as seen in Section 3. It also suggests 
that at the outer part of the galaxy, the ratios四/a1.andびo/arof clusters after 
13 Gyr depend on the initial condition邸 describedby the value of r A, because 
the amount of dynamical evolution at such outer part is small. Thus, although 
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rr1 in the standard galactic potential. The left panel denotes the initial number density distribution 
of clusters, whereas the right panel shows their density distributions after 1:l G_vr. 

the velocity anisotropy of clusters after 13 Gyr has greatly changed by dynamical 

evolution, we may see their initial kincmatical state at the outer pa.rt of a galaxy. 

3.3 Initial total mass of a globular cluster system in a disk galaxy 
(i) Dependence of the surviving total mass of clusters on model parame-
ters 
vVe summarize how the total number or mass of globular clrn.;ters under various 

initial kinematic Htrnctures evolve in various galactic potentials. vVe note that, 

since we neglect the evoluti011 of clusters initially with Al < 10吋le'.)(see Eq. (3 .1)) , 
we do not follow the evolution of the total number of clusters but that of their total 

mass, which can be minimmnizc the evolutionary effect of clusters initially ,vith 

Al< 1炉.A1c0・
Fig.3.13 shows the total mass of globular clusters under various initial values for 

r11 as a function of the model parameter for the galactic potential, i.e., p0, 1¥1小
and△ . Each panel shows the ratio of the surviving total mass of clusters after 13 

Gyr, Af各も，1,to their initial total mass, A~ 畠 r inc 1cating then・surv1vmg fraction. 
It followi-; that the surviving total mass of clusters varies largely with the values 
of Pvlc1 and△, wherea::; it remains unchanged by the value of p0. This is because 
the pericenters of clusters, where we calculate their tidal radii, are located near the 

disk, so that their de8tructions by galactic tides are sensitive to only the model 

parameters for the disk,」,Ii1 and△ . It is worth noting that the i-;urviving fraction of 
clusters increases with increasing the initial value for rA: a cluster system initially 
under a tangential velocity anisotropy has more surviving clusters after 13 Gyr than 

that initially under a radial one. This is because a cluster HyHtem initially under 

tangential velocity anisotropy has a more extensive distribution of the periccntcrs 
than that initially under radial one, so that the number of clusters destructed by 
galactic tides decrease:-;. 

(ii) Surviving total mass of clusters in actual galaxies 
We investigate what extent of the difference in evolution of the total mass occurs 

among globular clusters under various kinematic structures in actual disk galaxies, 
which follow the Tully-Fisher relation (Pierce & Tully 1992; Verheijen 1997, 2001; 
de Blok 2002). 
We adopt the parameter sets (p0, Aic1, △） for gravitational poteutials of three actual 
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Figure 3.13: Surviving total mass of globular clusters under various initial values of l'A as a 
function of the model paranuサ rfor the galactic potential, {a) p0. {b) 1¥ld, and (c)△ . The total 
m邸sesof 1\l各t~.i and 1¥1謁1show the initial and final total mass of clusters, respective)~,. 

galaxies (l¥!Iodels I, II, and III), as follow the和 Hy-Fisherrelation Jt.;fd ex: y:u flat、9where 
Vftat denotes the amplitude of the rotation curve of a galaxy at its flat part (Bell & 
de Jong 2001). The parameter sets of the three galaxies are summarized in Table 
20. 
Fig.3.14(a) shows the rotation curves of three galactic potentials, and in Fig.3.14(b) 
we plot the mass densitieH of the dark halo component alone and of total compo-
nents (including both the dark halo and disk) at (口，Z)= (8 kpc, 0 kpc). Dotted 
lines denote the boundaries of these mass densities in the solar neighborhood as 
suggested from previous works in the panel (b) (the total mass density: Creze et al. 
and Holmberg & Flynn 2000: the mass density of the halo component alone: Gates 
et al. 1995). The galaxy of Model II is in approximate agreement with the lvlilky 
¥Vay on the characteristic properties, i.e., the mass densities of the disk and halo 
components and rotatiou curve. 
vVe adopt rA = 3, 5, and 10 kpc for setting three globular cluster systems under 
different kinematic structures in the three galactic potentials. ¥i¥Te generate an artical 
data set for masses, positions, and velocities of 1000 clusters by a Monte Carlo 
simulation. We follow the evolution of the globular clusters in the galactic potentials 
over the poriod of 13 Gyr, and investigate the total mass of clusters after 13 Gyr. 
We plot the surviving fraction of clusters, lvl, 匂/Alf恐i, under various initial 
values for rA in the galactic potential with various values for V11u, in Fig.3.15. It 
is worth noting that the .surviving fraction varies with increasing the initial value 
of r A by a factor of ,,...., 2, even if weりxa galactic potential. It suggests that the 
observed difference in the total number ofμ;lobular clusters among various galaxies 
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Table 20: Parameter sets for the gravitational potentials of actual galaxies 
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may be caused by the different initial velocity distribution of clusters, even if the 
initial total number is the same when a galaxy forms. 

4 n・ . . . 
1scuss1on: 1n1t1al state of a globular cluster system 

vVe discuss the initial state of a globular cluster system in actual disk galaxies with 
various luminosities and morphology types. In particular1 we focus 011 the different 
total number of observed cluster:; in the available galaxies and discuss the initial 
total number and kinematic structure of a cluster system. 
As dm;cribccl in the previous section, a globular cluster system initially under 
a tangential velocity distribution results in a higher surviving fraction of clusters 
than that initially under a radial one because the former has a more extensive 
distribution for the pcriccntcrs of orbits. ¥¥Te note that our models for the velocity 
distribution of a globular cluster system assume no systematic rotation, whereas 
observed cluster systems in some galaxies show a large systematic rotation toward 
a galactic rotation, such as in l'd31 (Perrett et al. 2002). Taking into account the 
dependence of a surviving fraction of clusters on their pericenter distribution, we 
infer that the surviving fraction may be large for a cluster system with a large 
systematic rotation: such a cluster system is expected to hold larger pericenters 
for the orhiti-:; of their member clusters than that under no rotation, so that the 
number of clusters destructed by galactic tides decreases. Thus, the effect of a large 
systematic rotation is similar to that of a tangential velocity distribution for clusters 
in our models. 
¥¥Te then investigate the initial total number and kinematics of globular clusters in 
the :rvlilky \~Tay and I'vl31 by considering the different total number of the observed 
clusters. The total number o「theobserved clusters in :tvl31 is approximately twice as 
large as that in the Ivlilky ¥Vay, as described in Chapter 2.1. This may 1、)e explained 
by the evolutionary effect of a globular cluster system with different kinematics: an 
initial cluster system in l¥f:31 may have had a more tangential velocity dispersion 
than that in the I\•lilky ¥Vay, whereas the initial clui;ter systems in both galaxies 
contained the same number of clusters. Perrett et al. (2002) suggests that both 
of the metal-rich and metal-poor globular cluster systemH iu 1¥1131 appear to have 
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a systematic rotation toward a galactic rotation, whereas in the Milky Way only 
the metal-rich cluster system has such a systematic rotation. Therefore, ba'3ed on 
our results in Chapter 2.3.3, one might expect that the initial metal-poor globular 
clusters in the :Milky Way are destructed more effectively by galactic tides than 
those in ivl31 over the Hubble time. Unfortunately, the observations of the line-
of-sight velocities of globular clusters in 1'131 include a large uncertainty and are 
yet incomplete, especially in its outer halo, so it is very important to make it clear 
whether or not both the metal-poor and metal-rich cluster systems actually have a 
systematic rotation, based on a large and high-q叫 itysample (Perrett et al. 2002; 
Barmby et al. 2000; Huchra et al. 1991). 
An alternative hypothesis to explain the difference in the total number of the 
observed clusters between the Nlilky Way and N131 relies on the initial total number 
of clusters. ivl31 may be more massive than the Milky Way, as the former has the 
larger amplitude of the rotation curve at its flat part than the latter (Caldwel & 
Ostriker 1981; Fich & Tremaine 1991; Kent 1989; Braun .1991; Widrow et al. 2003). 
Therefore, since IvI31 may have contained larger amounts of cluster-forming gas at 
the epoch of galaxy formation than the l¥tlilky Way, the former may have formed 
more clusters at the initial state than the latter. 
These considerations for the total number of clusters in the Milky Way and M31 
suggest that initial globular cluster systems formed in various disk galaxies a.re 
different from each other (I) in the total number or (II) in the kinematic structure, 
specifically, the existence of a systematic rotation. 
In order to discriminate these two hypotheses for initial state of a globular clus-
tcr system, it is very important to investigate whether or not the total number of 
clusters in various disk galaxies correlates with their kinematics. If the evolutionary 
effect of a cluster system with different kinematics causes the different total number 
of observed clusters, then a cluster system with many surviving clusters after the 
Hubble time might be expected to have a strong systematic rotation. 
For achieving this kind of analysis, it is necessary to obtain the total number of 
clusters in large numbers of galaxies. Fortunately, it is possible to resolve the cluster 
systems in about 20 edge-on disk galaxies within the distance of 5 l¥tlpc from the 
Ivlilky vVay by the Subaru telescope (Saito 2002). Thus, systematic observations 
of clusters with Subaru will provide us with the relation between the total number 
of observed clusters and the characteristic properties of their host galaxies, such as 
their total luminosities, morphology types, and amplitudes of the rotation curves at 
their flat parts. 
It is also indispensable to investigate the kinematics of observed clusters in disk 
galaxies with various luminosities and morphology types. Since very luminous galax-
ies (l¥1v乏ー21.5mag) contain a huge number of clusters, i.e., an order of magnitude 
more than in the Niilky ¥Vay, it is expected that such bright galaxies have strong 
systematic rotation of cluster systems to survive such a large number of clusters. 
Also, the large sample of clusters will reduce the statistical uncertainty for deriving 
the mean rotation velocity of a cluster system. Therefore, it is very important to 
investigate the kinematics of clusters in a high-luminosity disk galaxy (Mv ;Sー21.5
mag) for the purpose of exploring the difference in the initial state of cluster systems 
among disk galaxies with various luminosities. 
In addition, some galaxies having observed clusters (NGC 4565, NGC 5907, NGC 
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7814, and NCC~1G28り are similar to the I'vlilky ,vay in respect of the amplitudes of 
the rotation curvc8 at theヽirflat parts. However, they appear to have the different 
bulge-to-disk luminosity ratios and the different properties of the disk, i.e., the 
existence of the thick disk (}llorrisou ct al. 2003), in comparison with the ivlilky 
vVay. Therefore, they can be good tracers to explore the difference in the initial 
state of cluster system:-; among disk galaxies with various morphology types. 
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ABSTRACT 

In this article, a quantitative characterization for the evolutionary sequence of stellar 
self-gravitating system is investigated, focusing on the pre-collapse stage of the long-
term dynamical evolution. In particular, we consider the qm1.-,i-cquilibrium behaviors 
of the N-body systems in the Hetup of the so-called Antonov problem, i.e., self-
gravitating N-bocly system confined in an adiabatic wall and try to seek a possible 
connection with thermostatistics of self-gravitating systems. For thiH purpose, a 
series oflong-term JV-body simulations with various initial conditionH are performed. 
We found that a quasi-equilibrium sequence away from the thermal equilibrium can 
be characterized by the one-parameter family of the stellar models. Especially, 
the stellar polytropic distribution satisfying the effective equation of state P ex 
p l+l/n・  provides an excellent approxnnat1on to the evolutionary sequence of the N-
body system. B邸 edon the numerical results, we discuss a link between the quasi-
equilibrium state and the generalized thermostatistics by mean:,; of the non-extensive 
entropy. 

1 Introduction 

The long-term dynamical evolution of stellar self-gravitating system driven by the 
two-body relaxation is au old problem with rich history in astrouomy and astro-
physics and even in statistical physics. The problem, in nature, involves the long— 

range attractive nature of gravity and because of its complexity and peculiarity as 
well as the physical reality, a:-;tronomcrs and statistical physicists have attracted 

much attention on this subject. 
Historically, an important consequence from the thermodynamical arguments had 
arisen in the 1960s. (4) first pointed out that no stable equilibrium state exists 
for a high-dense clusters. To prove this, he considered a very idealiied situation 
called A ntonov problem亀i.e.. a stellar self-gravitating system confined in a spherical 
cavity with radius re. Then. under keeping the energy E and the mass AJ fixed, 
the standard statistical mechanical approach based on the maximum entropy prin-
ciple leads to the conclusion that no stable equilibrium state exists for the larger 
radius Te >入crit(-E/G1¥12), where入critis the critical value ((28, 29) for pedagogical 
reviews). Note that the 1mmerical value of入critdepends on the choice of the en-
tropy and Antonov obtained入crit.= 0.335 in the case adopting the Boltzmann-Gibbs 
entropy. Later, [23) re-examined this issue and showed that the unstable thermal 
state found by Antonov can he explained by the thermodynamic instability arising 
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from the negative specific heat. They especially called the instability gravothermal 
catastrophe. 
Since the 1960s, the gravothermal instability discovered by Antonov has become 
a standard notion of the stellar dynamics and the role of the instability has been 
extensively discussed. Thanks to the unprecedented development of the computer 
facility as well as the sophisticated numerical techniques based on the N-body sim-
ulation and the Fokker-Planck calculation, our view of the late-time phase of the 
stellar gravitating system has dramatically improved (e.g.,[27, 15]). Among var-
ious theoretical developments, one important landmark would be a discovery of 
the gravothermal oscillation, which was originally suggested by [34] (see also [8]) 
and was later confirmed by numerical simulation [24]. With a great advantage of 
a special purpose hardware, GRAPE (e.g., [35, 17]), the core-collapse triggered by 
gravothermal instability was shown to be terminated by the formation of binary as a 
result of three-body interaction and the oscillatory behaviors of the core motion has 
been clearly revealed. The gravothermal oscillation is thus thought to be one of the 
most fundamental stellar dynamical processes and provides a ba.i,is to understand 
the dynamical history of globular clusters as real astronomical system. 
So far the theory of long-term evolution in stellar self-gravitating systems has 
been developed without any recourse to the statistical mechanics or thermodynam-
ics except for the seminal works by [4] and (23]. This is essentially because the 
issues under consideration are, in nature, non-equilibrium problem with long-range 
interaction and usual sense of the thermal equilibrium becomes inadequate. Indeed, 
as (4] emphasized, no strict meaning of the thermal equilibrium exists in the case of 
an isolated stellar system without boundary. Nevertheless, thermostatistical point-
of-view is helpful in predicting the fate of the unstable system. This would be even 
true in the non-equiliしriumsituation as long as the collisional evolution during the 
relaxation timescales 1s concerned. In this sense, there might be some possibilities 
to recast the non-equilibrium self-gravitating systems in terms of an extended view 
of the thermostatistics. 
Indeed, the self-gravitating system may provide a viable testing ground for the re-
cent postulated introduction of a non-extensive generalization of Boltzmann-Gibbs 
statistics, originally proposed by [44]. It is expected to deal with a variety of interest-
ing non-equilibrium problems such as quasi-steady state or qua.i,i-equilibrium state 
far from the thermal equilibrium, to which the standard Boltzmann-Gibbs statistics 
cannot be applied ([45, 3] for comprehensive reviews). The most distinctive fea-
ture in the non-extensive'Tsallis'formalism is the pseudo-additivity of the entropy, 
which might be, in some sense, useful to characterize the long-range systems in-
eluding the self-gravitating systems. In this respect, among various non-equilibrium 
problems, the self-gravitating system is one of the most preferable and interesting 
testing grounds for the framework of non-extensive statistics. Nevertheless, most 
of the works on this subject ru・e concerned with construction of a consistent formal 
framework and little works have been known concerning the physical realization of 
the non-extensive statistics. Hence, it seems interesting to address the issues on the 
reality of non-extensive statistics. 
In the light of this, we have recently re-examined the classic problem considered by 
[4] by means of the non-extensive thermostatistics with Tsallis'generalized entropy 
([37, 38, 39, 40, 32] for a review). In addition to the characterization of the extremum 
states of the Tsallis entropy, thermodynamic properties of quasi-equilibrium state 
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was investigated and the physical origin of the instability ¥Vas also addressed. The 
important notice is that the qurn;i-cquilibrium state of the Tsallis entropy is reduced 
to the one-parameter family of the stellar models, so-called stellar polytropic dis峠
bution (see also [30)). The exist<ぅuceof the instability indicated by the statistical 
mechanical analysis can be cousist、entlyexplained from the presence of the negative 
specific heat in terms of the thermodynamics. Concerning the reality of the quasi-
equilibrium state, however, it is~till unclear whether the consistent thcrrnostatistical 
results really imply the existence of quasi-equilibrium state or not. To get a further 
insight into this issue, a.part from the thermostatistical analysis, dynamical and/or 
kincmatical邸 pectsof the self-gravitating system should be investigated in details 
using the N-body simnlatio11、whichwe will discuss here. 
The article is organized as follows. In section 1, we start to address tht、classicissue 
considered by [4) and [23) arnl briefly describe the setup of the problem. ¥Vithin this, 
we consider the equilibrium properties of the self-gravitating sy:.,tem characterized by 
the maximum entropy prillciple hasccl on both the extensive and the llOH-cxtcHsive 
entropies. ¥¥Te then move to discuss the N-body simulations. l11 scctio11 3, the N-
body treatment of the Antonov problem is considered and the initial conditions are 
summarized. Section 4 is a main part of this paper, which describes the results 
of N-body experiments in details. After checking the JV-body code in Hcction 4.1, 
we discuss the qu邸 i-equilibrimnbehaviors of the long-term evolution starting with 
the stellar polytropic distribution in section 4.2 and try to fit their evolutionary 
sequences by the stellar polytropeH, which are shown to be a remarkably good fit. 
The results are also compared with an alternative one-parameter family of stellar 
model, i.e., the King model. In section 4.3, we attempt to clarify the condition 
for quasi-equilibrium state characterized by the stellar polytropcs in other class of 
initial conditions, i.e., the stellar models with cusped density profile. Finally, section 
5 is devoted to the discussion and the conclusion. 

2 Antonov problem and its non-extensive generalization 

2.1 Timescales of self-gravitating systems 

To get an intuitive insight into the long-term evolution of many-body self-gravitating 
systems, let us first consider a very simple situation: a circular motion of a particle 
of a mass m,。anda velocity・n at a. radius r in a spherical mass distribution with a 
constant density po: 

茫 Gm0m(r) 41r 
m、u-= 3 

,,.2 
, rn(r) =ーrPo, 

r 3 
(2.1) 

where G is the gravitational ccmstant and m(r) is a mass contained within a sphere 
of a radius r. By means of an orbital period T, we define the dynamical time of the 
system as (e.g.: p.5 7 of [7]): 

T 31r 

l<lyn =了＝ニ・ (2.2) 

which is recognized as a characteristic timescale for more general i,clf-gravitating 
systems with mean density p0. A dii,tribution of the self-gravitating system evolves 
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Mass: M=Nm 

Energy: E 

Figure 2.1: Setup of the Antonov problem. 

with the timescale (2.2). In addition, the many-body self-gravitating system has 
another timescale, i.e., the relaxation time [11, 7]: 

t 
O.lN 

l'elax l'V ln N tdyn (2.3) 

where N is a number of particles in the system. This timescale repre8ents the 
relaxation processes due to scattering by gravitational interaction between each pair 
of particles. 
Usually, one expects that a distribution of particles approaches the so-called ther-
mal equilibrium state within the relaxation time (2.3). However, this is not neces-
sarily the case for the self-gravitating systems, since it has a peculiar nature of a 
negative specific heat, which is explained through the following discussion. For the 
circular orbit obeying (2.1), the virial theorem is easily derived as 

21< + U = 0, (2.4) 

where K = m。炉/2is the kinetic and U = -Gm。m(r)/rthe potential energies, 
respectively. In general, for a self-gravitating many-body system consisting of N 
particles, the same virial relation as (2.4) holds between the total kinetic and the 
total potential energy taking a long-time average (e.g., see chapter 8.1 of [7]). Thus 
the total energy E can be expressed as 

E =I<+ U = -K. (2.5) 

If we introduce a temperature to characterize the total kinetic energy as /(= 
3Nk江/2,where ka is the Boltzmann constant, then the equation (2.5) tells us 
that the specific heat of self-gravitating systems is negative: 

C= 
dE 3Nk 
--=一・・--
dT 2 

< 0, (2.6) 

which suggests the existence of thermodynamical instability proceeding with the 
relaxation timescale (2.3). 

2.2 Antonov problem by means of Boltzmann-Gibbs entropy 

For more precise discussion on the thermodynamic properties of the self-gravitating 
systems, we now focus on the situation first considered by (4] and later by (23], 
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in which the many-body particles are confined in an adiabatic wall (Fig.2.1). The 
radius of the wall is given by re and we a.5sume that the total mass A/ and the total 
energy E are kept fixed. The particles in this system interact via Newton gravity and 
bounce elastically from the wall. For further simplification, each particle i8 c¥Ssumed 
to have the same m邸 s1n. Under these conditions, we consider a fully relaxed 
equilibrium state and clarify the stability or the instability for such a system. 
In a language of thermostatistics, a fully relaxed equilibrium state corresponds to 
the state that maximizes the entropy. To investigate equilibrium properties of the 
system, the Boltzmann-Gibbs entropy of the system is introduced: 

Snc = -j f(x, v) In /(x, v) d"r, (2.7) 

where .f (x, v) is the one-particle distribution function in phase-space. Here the 
phase-space measure is defined as 

cI'r 
d畑d3v

=·-— ― l悦 , !i3三 (l仰o)¥
(2.8) 

whereがdenotesthe phase-space element with unit length l0 and unit velocity v0・
Here, we set the Boltzmann constant to unity, i.e., 柿=1. ivlaximum entropy state 
is then obtained by extremizing the entropy Sac under keeping the total mass !vi 
and the energy E fixed: 

M=  f r1H可(x,v),
1 1 E=fがT[汀+2知）] f(x, v). 

The first variation with respect to f yields 

1 
0 = /iSnc -a/iM-/3/iE = j dur [―(Inf+ 1) -n -/3 { 2 .,,2 +知）｝］紆 (2.9)
where a and /3 are Lagrange multipliers. The above equation leads to the isothermal 
distribution: 

f(尤，v)= e -1-a-,B{茫/2十 •I⑫)} (2.10) 

which can be rewritten as 

:1/2 

f(x, v) =信）心） e―け,,,/2 (2.11) 

with p being the mass density of the system defined by 

心）三/1亨 (2.12) 

Computing the pressure, one can deduce that equation of state is indeed isothermal 
in the case of the isotropic velocity distribution: 

P(x)三j切こ王
3 h3 /3 . 

(2.13) 
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In ordinary systems, their thermal equilibrium states are homogeneous, that is, the 
system has a uniform density, however, this is not the case for the self-gravitating 
systems. For spherical systems which we are interested in, the amplitude of the 
density and the pressure should increases as decreasing the radius r in order to 
support the system against its self-gravity. It is shown that a series of equilibrium 
states is well parameterized by a value of the density contrast D = Pel Pe, where 
Pc is a central density and Pe = p(re) means the density at the wall. In next 
subsection, we present a procedure for calculation of the equilibrium state in more 
general situation. 
In left panel of fig.2.2, we plot the dimensionless quantity入三一rcE/Gllt/2as a 
function of the density contrast D. Since the solid curve in this figure represents 
states which extremize the entropy, we note that no equilibrium state is attained, 
when the radius of the wall re is larger than the critical radius: 

GJvJ2 
Tcrit =入crit-・

(-E)' 
入crit= 0.335, (2.14) 

which corresponds to the state with the critical density contra.c,t, Dcrit = 709. 
Furthermore, it is shown that, along the curve入(D)derived from the condition 

8SBc = 0, all states with D > Dcrit are unstable from the turning-point analysis 
for a linear series of equilibria [23, 28, 19, 20]. Also, the explicit evaluation of the 
eigenmodes for the second variation of the entropy炉S8cleads to the same results 
[29, 28]. The absence of stable thermal equilibria in this regime clearly indicates the 
instability, referred to as the the gravothermal catastrophe. 
Heuristically, this instability is explained by the presence of negative specific heat 
as follows. In a fully relaxed gravitating system with sufficiently larger radius, 

negative specific heat arises at the inner part of the system and we have Cv (mncr) < 0, 
while the specific heat at the outer part remains positive, C↓ ?utcr) > 0, since one 
can safely neglect the effect of self-gravity. In this situation, if a tiny heat flow is 
momentarily supplied from inner to outer part, both the inner and the outer parts 

get hotter after the readjustment of the system. Now imagine the case, C↓ ?utcr) > 
1c(inncr) 1- The outer part has so much thermal inertia that it cannot heat up as 
fast as the inner part, and thereby the temperature difference between inner and 
outer parts increases. As a consequence, the heat flow never stops, leading to a 
catastrophe temperature growth. 
The right panel of figure 2.2 plots the dimensionless inverse temperature rJ三

Gl¥1/3/re with respect to the density contrast. Then we can evaluate the specific 
heat at constant volume, 

d入

Cv三（盟）re= —炉信）r, = Mが国）r, 
信）r, . 

as shown in the fig.2.3. 

(2.15) 

In contrast to a naive discussion in previous subsection, the actual specific heat 
(2.15) changes its sign many times. We observe that the self-gravitating system 
confined in a wall with smaller radius has a positive specific heat. The reason is邸
follows. It is shown that the virial theorem for system surrounded by a boundary 
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leads not to (2.4) but to 
2/(+ U = 3Pf'V、 (2.16) 

where~: is the pressure at the wall and V the volume of the system (e.g., see 
Eq.(29) of (37)). For the case of a smaller radius, the surface energy dominates the 
gravitational energy of the bulk so that the system behaves as a normal one, i.e. 
Cv > 0. As the radius re increases, the gravitational energy becomes significant and 
the specific heat eventually changes its sign, Cv < 0, when the value of the density 
contrast becomes D = 32.2. corresponding to a peak of 17(D) curve (left panel of 
Fig.2.2). 
At the onset of the gravothermal catastrophe, Dcrit. = 709, the specific heat Cv 
just vanishes, and becomes positive in the unstable segment of A(D) curve, D > 709. 
This fact implicitly indicates a role of the negative specific heat to the existence of 
thermodynamical instability iu the self-gravitating system. Following the previous 
heuristic argument, above the critical point D > Dcrit. = 709 , the 8pecific heat of 
the total system becomes po8itive, Cv = C (inner)) +Cv 

(out.er) > 0, or equivalently, 

C~uuter) > _ C↓ inner) > O, (2.17) 

which means the outer normal part of the system ha8 much heat capacity so that it 
Cとumotcatch up with the temperature increase of the inner part. 

2.3 N on-extensive generalization of Antonov problem 

¥Ve now discuss a generalization of the analysis in previous subsection based on 
the Boltzmann-Gibbs entropy (2. 7) to the case of non-extensive entropy introduced 
by [44]. Details of the thermodynamic properties as well as the stability analysis 
are shown in the literatures [37, 38, 39). Regarding the function f(x,v) as a one-
particle distribution , the energy and the mass are respectively expressed cl.<; follows: 

E=K+U= JO茫＋；知）} f(x, v) d兄 (2.18}

III= j f(x.v)石 (2.19}

where the quantity <I>位） is the gravitational potential given by 

知）＝ーGJ !(の',v') ,t'r'. 
Ix —叫

(2.20) 

In extending the previous analysis to the case with non-extensive Tsallis'entropy, a 
crucial problem is the choice of the statistical average in non-extensive thcrrnostatis-
tics. Herc, we briefly report our investigation in (39) based on the new framework 
using normalized q-expectation values. In the new framework proposed by [46], all 
the macroscopic observables of the quasi-equilibrium system can be characterized by 
the escort distribution, hut the escort distribution itself is not thought to be funda-
mental. Rather, there exists a more fundamental probability function p(x, v) that 
quantifies the phase-space structure. ¥Vith a help of this function, the escort distri-
bution is defined and the macroscopic observables are expressed as the normalized 
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Figure 2.3: Specific heat as a function of density contrast D = pc/ Pc・

q-expectation value as follows (e.g., [46, 26]): 

escort distribution : P (x v)三
{p(x,v)}'1 

"'J石 {p(の，v)}", (2.21) 

normalized q-value : (0ふ三Jむ O;凡(m,v) . (2.22) 

Non-extensive Tsallis'entropy is expressed in terms of the fundamental probability 
p(x, v): 

s.=―_!__ Jむ [{p(x,v)}" -p(の，v)].
q-1 

(2.23) 

Note that the probability p(x, v) satisfies the normalization condition: 

Jむ p(の，v)= 1. (2.24) 
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To apply the above 11011-exteni;ivc formalism to the present problem without chang-

ing the definition of energy and mass (2.18) and (2.19), we identify the one-particle 

distribution f with the escort distribution Pq, not the probability function p(x, v): 

J(x, v) = 1¥1 
{p(x,v)Y' ． 

N" 
， N,,= J石 {p(の，v)}' (2.25) 

so邸 tosatisfy the mass conservation (2.19). The definitions of the Tsallis entropy 

(2.23) and the escort distribution (2.25) show that the Boltzmann-Gibbs entropy 

(2. 7) is recovered in the limit q→ 1. Now, adopting the relation (2.25)1 let us seek 

the extremum-entropy state under the constraints (2.18) and (2.24). The variational 

problem is given by the following equation: 

6 [s. -"{JがTJJ- I} —け {Jd"r (ふ2+~QI) f -E}] = 0, (2.26) 

where the variables n and ,d denote the Lagrange multipliers. The variation with 

respect to the probability p(x, v) gives the extremum-entropy state, the so-called 

stellar polytrope [391 7]: 

{p(:r、:''I))}11 1 q/(1-q) 
f(x,v) = Jl/ N,, = A [伽―別2-<l>(x)] , (2.27) 

where we define the coni-;ta.nti-; A and動 asfollows: 

A=ど{11(I -q) 竺r/(1ー,,)'動= Nq +E 
Nq n(l -q) + 1 N" {3A1(l -q) 

(2.28) 

with t being 

E =~j,r'r (打＋りf. (2.29) 

By means of the distribution function (2.27), we evaluate the density p(r) and the 

isotropic pressure P(r) at the radius r = lxl as 

p(r) = j亨f(x,v), =虞rrBG, 土）嘉 [<I>o-<I>(r)] 1/1 I-Q)+1/2'(2.30} 
d:1v l 8./21r 5 1 A 

P(r) = J 1,3ず’勺(x,v)=丁 B(う’二）茄伸0_ <l>(r)]1;11-q)+3位31}
Here, the function B(a, b) denotes the beta function. These two equations lead to 

the following polytropic relation: 

P(r) = I<11/+1111(r), (2.32) 

, vith the polytropc index n related to the parameter q as 

1 1 
11 = + -. 
1 -q 2 

(2.33) 

The explicit form of the dimcllsional con8tant Jく11is given in [39) (Eq.(21) of their 
paper). Note that the isothermal equation of state (2.13) discussed in the previous 
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subsection is recovered in the limit n→ 00 (q→ 1), as expected. In terms of P and 
p, the one-particle distribution can be rewritten as follows: 

J(x,v) =ヽな Mn~- .,M "-'~~:_,a/2 { 1 -(n :2:i2P/ p r3; 心.34)
To elucidate the thermodynamic structure of the stellar polytropic system, we 
focus on the spherically symmetric case with the polytrope index n > 3/2 (q > 0), 
in which the equilibrium distribution is at least dynamically stable (see Chap.5 of 
[7]). In this case, the stellar equilibrium distribution can be characterized by the so-
called Emden solutions (e.g., [10, 22]) and all the physical quantities are expressed 
in terms of the homology invariant variables (u, v), which are subsequently used in 
later analysis. 
We note that the one-particle distribution function (2.27) does not yet completely 
specify the equilibrium configuration, due to the presence of gravitational potential 
which implicitly depends on the distribution function itself. To remedy the self-
referential structure, we need to specify the gravitational potential or density profile. 
From the gravitational potential (2.20), we obtain the Poisson equation 

贔｛芦芋｝玉Gp(r). (2.35) 

Combining the above equation with (2.30), we obtain the ordinary differential equa-
tion for屯 Alternatively,a set of equations which represent the hydrostatic equilib-
rium is derived using (2.30), (2.31) and (2.35): 

dP(r) Gm.(r) .', ..•• 一＝一
dr r2 

p(r), 

dm(r) 
―=  
dr 
41rp(r) r2. 

(2.36) 

(2.37) 

The quantity rn(r) denotes the mass inside the radius r. Denoting the central density 
and pressure by Pc and Pc, we then introduce the dimensionless quantities: 

P = Pc [0(1;)]", r = { 
(n + l)Pc 1/2 位Gp~} I;, 

which yields the following ordinary differential equation: 

2 
0" + -0'+ en = 0, e 

(2.38) 

(2.39) 

where prime denotes the derivative with respect to e. The quantities Pc and Pc 
in (2.38) are the density and the pressure at r = 0, respectively. To obtain the 
physically relevant solution of (2.39), we put the following boundary condition: 

0(0) = 1, 0'(0) = 0. (2.40) 

A family of solutions satisfying (2.40) is referred to as the Emden solution, which is 
well-known in the subject of stellar structure (e.g., see chapter IV of [10]). To char-
acterize the equilibrium properties of Emden solutions, it is convenient to introduce 
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the follmving set of variables. referred to as homology invariants (e.g., [10, 22]): 

dln111(r) 4王 p(r) {011 
u三＝＝—―
d lu,. m (r) 0'' 

(2.41) 

din P(r) p(r) Grn(r) 刹
'V三=- = 
r/ In r P(r) r 

= (n + 1)― 
0' 

(2.42) 

which reduce the degree of equation (2.39) _from two to one. One can evaluate the 
total energy of the confined stellar system m terms of the pressure Pe ,the density 
Pc at the boundary 1書cand the total mass 1'1 

E=K+U=~I、 dr4王 P(r) -r. dt Gm(r)竺
2。.0 r dr 

= -11 二［；｛掌— (n+ I)竺}+ {nー 2)4,r,-;• P,] , 

by which the dimensionless quantity入canbe expressed as a function of the homology 
invariants at the wall [37, 38、:39]: 

入三一:;:2= -,, ~5 [ H 1ーデ}+ (n -2) 急］• (2.43) 

As was already shown in the isothermal case in subsection 2.2, the above di-
mensionless quantity入hasan important role for the analysis of the gravothcrmal 
catastrophe. Figure 2.4 shows入asa function of the ratio of the central density to 
that at the boundary, Pel Pe. ¥i¥Tc notice that入-curvesarc bounded from above and 
have peaks in the case of n > 5 (right panel). On the other hand, curves for n ::; 5 
monotonically increase (left panel). It follows that the stellar polytropc within an 
adiabatic wall exhibits the gravothermal instability in the case of the polytropic 
index n > 5. Similarly to the isothermal case, the evaluation of eigenvalues for 
the second variation of the Tsallis entropy炉Sqderives same results as the above 
turning point analysis in terms of the入-curve[37i 38, 39). 

2.4 On the reality of stellar polytrope as extremum state of non-extensive 
entropy 

In previous subi-;ection, ・we have discussed the extension of thcrmodyna.mical analysis 
to the stellar polytropc which is obtained by applying the variational procedure to 
the Tsallis entropy for the stellar self-gravitating system. It has bee11 shown that 
the thermodynamical quantities such as the specific heat arc useful to study the 
emergence of the gra、vat!比rrnalcatastrophe in the stellar polytrope. In figure 2.4, 
we summarize our results. The stellar polytrope confined in an adiabatic wall is 
shown to he thermodynamically stable when the polytrope index n < 5. In other 
words, if n > 5, a stable equilibrium state ceases to exist for a sufficiently large 
density contnt.':it D > Dcrit, where the critical value Dcrit given by a function of n 
is determined from the second variation of entropy around the cxtremum state of 
Tsallis entropy, 炉Sq= 0 [:37, 39]. The dotted line in figure 2.4 represents the critical 
value Dc:rit. for each polytrope index, which indicates that the stellar polytrope at 
low density contrast D < Dcrit is expected to remain stable. 
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Figure 2.4: Energy-density contrast relationship of stellar polytropes 

The above arguments indicate that, similar to the isothermal state, the stellar 
polytropic distribution can be also regarded as an equilibrium state, since it is de-
scribed by the extremal state of the Tsallis entropy. However, the one-particle 
distribution function of the stellar polytrope clearly shows that the velocity disper-
. 
s1on 

u(r) oc上に竺訂(x,v), 
p(r) h3 

(2.44) 

depends on the radius r. Only in the isothermal case n→ oo, a is kept spatially 
constant. Thus, it is expected that a gradient of the velocity dispersion is relaxed 
on timescales of two-body encounter {2.3). This means that the stellar polytrope 
is no longer the equilibrium but quasi-equilibrium state. In next section, we report 
the results of the N-body simulations, which are carried out to investigate how the 
stellar polytrope actually evolves. 

3 Numerical simulations 

We are in a position to discuss the long-term dynamical evolution from the non-
equilibrium N-body system. The N-body experiment considered here is the same 
situation as investigated in classic papers. That is, we treat the self-gravitating 
N-body system confined in an adiabatic wall of sphere. Hereafter, we set the units 
to G = M = r c = 1 without loss of generality. According to the Antonov problem, 
all the particles are assumed to have the same mass m = 1 / N, where N is the total 
number of the particles. The initial conditions for particle data were whole created 
by a random realization of the stellar models. To investigate the evolutionary states 
of the N-body system from the thermostatistical point-of-view, we deal with the 
three kinds of the stellar models: (i) isothermal distribution (ii) stellar polytropes 
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and (iii) the stellar models with cuspy density profile. Table 21, 22 and 23 summa-
rize the simulation runs, ¥¥'hich are frequently referred in subsequent section. The 
generation of random initial data was basically followed by the rejection method 
described in [1] (see also Chap.8 of [2]). Using the analytic form of the mと:isspro-
file m(r) and the one-particle distribution function f(E)~this method generates the 
random distribution that posses8es the same phase space structure as in the initial 
stellar model. 
¥iVe are specifically concerned with collisional aspects of N-body dynamics, the 
timescale of which is much longer than the two-body relaxation time. For this 
purpose, we utilized a special-purpose hardware, GRAPE-6, which is especially de-
signed to accelerate the gravitational force calculations for collisional N-body system 
[25). vVith this implementation, we use the fourth-order Hermite integration scheme 
with individual time-step algorithm, which is efficiently suitable for combining with 
G RAPE-6 facility. 
In our setup, the adiabatic wall is implemented by the same procedure as used by 
[12]. The adiabatic wall reverses the radial components of the velocity for particles 
just located at the wall. Since we use an individual time-step algorithm, the positions 
of the particles arc monitored at each fixed time interval△ T, which is chosen to 
be a synchronized time interval in our time-step algorithm. This guarantees that 
the penetration of particles into the wall can be ignored. At these times, the radial 
components of velocities for particles outside the wall are reversed if the radial 
velocity vector is directed outward. Namely: 

(v・の） ” 
V一v- -l叫 l叫

(3.1) 

After partides were reversed. we recalculated the force and adjusted the time-step 
of particles. 
Note that we did not use the regularization scheme to treat the close two-body or 
multiple encounter (e.g., [2)). I3ecause of the adiabatic wall, the standard scheme 
of regularization method is uot directly applicable and the implementation of the 
regularization keeping the high accuracy requires a considerable amount of pro-
gramming. Since we are interested in a. quasi-equilibrium evolution before the core-
collapse stage, absence of the regularization scheme itself is not crucial. Rather, a 
serious problem might arise from an introduction of the potential softening in order 
to reduce the numerical error. In general, the potential Hoftening diminishes the 
close-encounter of each partide and it makes the energy exchange of the particles 
inefficient. This would lead to the overestimation of the the relaxation timescales 
even before the core-collapse stage. In appendix A, the significance of the poten-
tial softening to the time-scale of core-collapse and/or quasi-equilibrium sequences 
is examined. Based on these experiments, we adopt the Plummer i:;oftened paten-
tial (</J = 1/炉←7") , + E- and basically set the softening parameter to E = 1 / N when 
estimating the time-scale (Sec.4.2). Otherwise, we set f = 4/ N (Sec.4.1 and 4.3). 

4 Results 

In our present situation with units G = Al = re = 11 the dynamical time roughly cor-
responds to tdyn rv 1 and thus the global relaxation time becomes trclax'.'.:::::'. 0.1 N / ln N. 
While this relation gives a crude estimate of the relaxation timescales, a more useful 
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convention might be the half-m邸srelaxation time (e.g., [33, 7]): 

N 3 3/2 

袖=0.138戸国）， (4.1) 

where the Coulomb logarithm ln A is usually taken as In A = ln(0.4N) or ln(O.lN) 
[33, 14). In what follows, adopting the latter convention, all the simulation results 
are presented by rescaling the timescale with the half-mass relaxation time evaluated 
at an initial time, trh,i・In tables 21-23, half-mass radii for each initial distribution 
are evaluated and their numerical values are summarized. 

4.1 Isothermal distribution 

Let us first check our numerical calculations by examining the cases with isothermal 
initial conditions and comparing those results with previous work by [12], who have 
investigated the gravothermal expansion of the isothermal distribution under the 
same setup as examined in our simulation. Following their paper, we examine the 
three kinds of initial conditions, summarized in table 21. 
Figure 4.1 and 4.2 respectively show the snapshots of evolved density profiles and 
one-dimensional velocity dispersion profiles starting from a stable initial configura— 

tion(left) and unstable initial distributions(middle, right). Here, the term, stable or 
unstable is used according to the initial density contrast D smaller or larger than 
the critical value D = 709, which is obtained from the thermostatistical prediction. 
The evolutionary path for each run is depicted in figure 2.4. In figure 4.1, while the 
evolved density profiles starting from the the stable initial condition is, by construe-
tion, stable and almost remain the same, the fate of the unstable c邸 essensitively 
depend on the randomness of the initial data, leading to the very different end-
points. The results depicted in the middle and the right panels of figure 4.1, both 
of which were started with the same initial parameters, are indeed such examples. 
Discriminating the final fate of the system from the initial random distributions 
seems generally difficult, however, the evolved density profiles seen in figure 4.1 are 
intimately connected with the response of the velocity structure shown in figure 4.2. 
Suppose that the velocity dispersion at the central part is initially higher than that 
at the outer part. In this case, the energy exchange by the two-body encounter 
yields the kinetic energy transport from the core to the halo. In other words, the 
outward heat flows occur and due to the negative specific heat, the inner part gets 
hotter, leading to the cat邸trophicgrowth of velocity dispersion. As a consequence, 
the core-collapse takes place. On the other hand, when the velocity dispersion at 
the inner part is relatively lower than that at the outer part, the inward heat flow 
conversely occur, which makes the core expand. In contrast to the former c邸 e,
the heat flow can stop after balancing the thermal inertia at inner and outer parts. 
As a result, the system finally reaches the stable isothermal configuration. Though 
not clearly seen its signature, the response of the velocity dispersion profiles seen in 
figure 4.2 are consistent with the evolution of the density profiles. Compared the 
results in the unstable cases with the results obtained by [12], the resultant density 
profiles are similar and the evolved timescales for the unstable cases almost agree 
with each other. 
As for the stable case, a calculation was proceeded up tot= 112trh,i, corresponding 
to t = 2000 in unit of N-body time, which was longer calculation time than that 
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Table 21: Model parameters of initial condition in the case of the isothermal distribution 

nm# 
—.'" 

stable 
unstablel 
unstable2 

parameters 

D = 110 
D = 104 
D = 104 

half-mass radins(r1i/r,J # of particlc8 
0.4834 2k 
0.4993 2k 
0.4993 2k 

status 

stable 
． 

expansion 
collapse 

of the other runs. A closer look at figure 4.1 shows that the central density slightly 
increases and the system seems to become out of equilibrium. The total energy of 

the system was conserved to 0.05% at the end of the calculation, ,vhich is relatively 
larger value than the errors in the other runs. Tims the destabilization of the core 
may be attributed to the mm1crical error in the energy conservation. Though the 
effect of destabilization yields a serious problem in eRtimating the time scale of 
core-collapse, we are specifically concerned with the evolutionary sequence before 
entering the core-collapse phase. Hence, at a level of this present accuracy, one can 
ignore the destabilization effect as long as the total energy of the system is well 
conserved. 
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4. 2 Stellar polytropes 

Having checked the validity of the numerical calculati011s, we next investigate the 
non-equilibrium evolution away from the i:-;othcrmal equilibrium state. In thi::,; sub-
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Table 22: Model parameters and the evolutionary states in the cases starting from the 
stellar polytropes 

run# model parameters r1i/rc # of particles fitting to stellar polytropes 
n3A n = 3, D = 104 0.3282 2k, 4k, 8k successful until t = 33.5trh,i 
n5A n = 5, D = 102 0.4611 2k successful until t = 62.5trh,i 
n5B n = 5, D = 10:i 0.3114 2k successful until t = 28.1 trh,i 
n5C n = 5, D = 104 0.2025 2k successful until t = 19.6trh,i 
n5D n = 5, D = 106 0.08196 2k fitting failed 
n6A n = 6, D = 110 0.4531 2k successful until t = 65.4trh,i 
n6B n = 6, D = 104 0.1794 2k successful until t = 13.6trh,i 

section, we specifically deal with a class of initial conditions characterized by the 
stellar polytropic distributions. Table 22 summarizes the model parameters for the 
stellar polytropic initial distributions. The evolutionary track for each run are de-
picted in the energy-density contrast relation in figure 2.4. 
Overall behaviors of the simulation results are邸 follows.Before entering the core-
collapse stage, most of the system experiences the quasi-equilibrium stage, in which 
the distribution function slowly changes in time. The evolutionary sequence in the 
quasi-equilibrium stage can be well-approximated by the one-parameter family of 
stellar polytropes with the time-varying polytrope index. Apart from some fluctu-
ations, the fitted value of the polytrope index, on average, increases monotonically 
with time, implying that the system tends to approach the exponential distribution. 
To see the qu邸 i-equilibriumbehavior quantitatively, we first show the represen-
tative result obtained from the run n3A, i.e., the stellar polytrope with index n = 3 
and with the initial density contrast D = 104. Then we discuss the other runs, 
n5A rv n5D and n6A, B in section 4.2.2. 

4.2 .1 run n3A 

Figure 4.3 shows the time evolution of the Lagrange radii taken from the run with 
N = 21{, plotted as function of time in unit of the half-mass relaxation time. With 
the softening parameter E = 1/N, the core-collapse takes place at t rv 44trh,i and 
the core-halo structure was developed at the end of the calculation. Looking at an 
earlier phase, the Lagrangian radii evolve very slowly and one can clearly distinguish 
the timescales between the early relaxation phase and the late-time core-collapse 
phase. Since the early stage of the time evolution seems nearly equilibrium, we will 
especially call it qua.-;i-equilibrium evolution. In a qua.'3i-equilibrium regime, while 
decreasing the inner Lagrangian radii, the outer Lagrangian radii slightly expands 
to compensate the slow contraction of the core. 
To see the quasi-equilibrium structure in more detail, in figure 4.4, we plot the 
snapshots of the density profile(left), the distribution function(middle) and the ve-
locity dispersion profile(dght) during the quasi-equilibrium regime. In each panel, 
the symbols denote the simulation results. Note that for clarify, the results are offset 
vertically, successively by two-digits below, except for the final output at t = 30trh,i・
In figure 4.4, the solid lines show the initial stellar polytrope with n = 3 evalu-
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ated from the Emden solutions. Comparing those curves with simulation results, 

one deduces that the system at an earlier time is slightly out of equilibrium and it 

gradually deviates from the initial state. ¥,¥Thile the velocity dispersion profile mono-

tonically increases at an outer part, the density profile first increases at both the 

inner and the outer parts (t~5trh.i), leading to a slight decrease of the density con-
tra.".it D =Pc/Pc (see the arrow labeled by n3A in figure 2.4). Later, the increase of 
the core density snrpa.c;;ses that of the edge density and thereby the density contrast 

turns to increase (tえlOtr1i,i).
In figure 4.4, in order to characterize the evolutionary sequence of the qu函—
equilibrium state, the simulation results are compared with a sequence of the stellar 

polytropes. The fitting results are then plotted as long-clashed, short-cl邸 hed,dot-

clashed and dotted lines from the data at t = 5trh,i to that at t = 30trh,i・In fitting 
the simulation data to the stellar polytropes, we first quantify the radial density 

profile p(r) from each snapshot data. Selecting the 100 points from it at regular 

intervalH in logarithmic scale of radius r, the resultH arc then compared with the 

Emden solutions. 1 Note that in our present :,,ituatiou, the total energy and the 

ma.".>s are conserved. Thus, the only fitting parameter is the polytropc index. ¥Ve 

determine the index n so as to minimize the function x坪

100 

ぐ(n)=区 Psim(ri) -PEmden (1¥; n) 1 2 
;-1 { p,;.,. い）｝ (4.2) 

Clearly from figure 4.41 the stellar polytropes quantitatively characterize the evo-

lutionary sequence of the 8imulation results. Note that we obtained x2'.:::::'. 4 8 for 
each time-step, indicating that the fitting result is satisfactory. A closer look at the 

low-energy part of the distribution function f (E) reveals that the simulation results 
partly resemble the exponential form rather than the power-law function. Never-

theless, the most remarkable fact is that the stellar polytropcs as simple power-law 

distribution globally approximate the simulation results in a quite good accuracy. 

!vloreover, the fitting results in figure 4.4 indicate that the fitted values of the poly-

trope index monotonically increase in time, in contra~t to the llOll-monotonic be-
havior of the density contrast. In order to quantify the evolution of polytrope index, 

we collect the nm:v snapshot data at each time iuterval△ t, = 10 in N-hody units 
for the run with N = 21(. Repeating the same fitting procedure as in figure 4.4, 

the polytrope indices are estimated at each time step and the resultant values are 

plotted in figure 4.5 together with the対valueof the fitting results. Here we also 
plot the results obtained from the run with JV = 41(and N = 81(, in which the 
time intervals are respectively chosen as△ t = 20 and 50. 
Clearly, the fitted values of the polytrope index monotonically increase apart from 

the fluctuations during the short time interval. The growth rates of the polytrope 

index normalized by half-ma8s relaxation time almost coincide with each other, 
consistent with the fact that the quasi-equilibrium sequence is evolved via two-

body relaxation. In upper panel of figure 4.5, the horiiontal dotted line denote the 

1The rea.<;on why we adopted the density profile instead of the clistrihution function is that apart from 
the polytrope index 11, the distribution function f(l) is characterized by the sin~le parameter, i.e., the zero-
point energy co satisfying f(to) = 0. ¥¥'hile this is evaluated from the Emden solutions at. specific radius 
r = r.,, an entire range of the Emden solutions, [O, 心],is used to compare with simulations when we adopt 
the density profile. l11 this respect. the density profile could be much informative than the distribution 
function and is sensitive to the evolution through the two-body relaxation procc8s. 
2Strictly speaking. this is not the ,2 function usually used in the likelihood analysis. 
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critical index ncrit, corresponding to the point at which d入/dD= 0 for a given入in
（入， D)-plane.According to the prediction from the non-extensive thermostatistics 
with Tsallis entropy, after reaching the critical index ncrit, the system is expected to 
enter the gravothermally unstable regime. That is, the relaxation timescales between 
the inner and the outer parts are decoupled and the system finally undergoes the 
core-collapse. In a rigorous sense, the thermodynamic prediction itself cannot be 
applicable to the out-of-equilibrium state, however, it turns out that the predicted 
value ncrit or Dcrit is consistent with the N-body results. In fact, the successful fit 
is obtained until t~34trh,i, while the core-collapse takes place lately at t rv 44trh,i 
(see Fig.4.3). Thus, the prediction based on the non-extensive thermostatistics may 
provide a crude estimate of the boundary between the stability and the instability 
in the general non-isothermal states. This point will be further discussed in other 
runs. 

4.2.2 Other runs 

Figures 4.6-4.9 show the snapshots of the density profile, the distribution function 
and the velocity dispersion profile obtained from the runs n5A-n5D, which were 
all started with the same polytrope index n = 5, but the initial density contrasts 
were different: D = lOO(run n5A), D = 103(run n5B), D = 104(nm n5C) and 
D = 106(run n5D). Also in figures 4.11 and 4.12, the results taken from the runs 
n6A and n6B are depicted, whose initial density contrasts are D = 110 and 104, 
respectively. 
Similarly to the run n3A, the results from the runs n5A-n5C, n6A and n6B exhibit 
the quasi-equilibrium regime in the early phase of the evolution. The evolutionary 
sequences in the quasi-equilibrium regime can be quantitatively characterized by 
a family of stellar polytropes with time dependent polytrope index. Figures 4.10 
and 4.13 summarize the fitting results for the time varying polytrope indices in 
logarithmic scales. It seems apparently that for the cases starting with smaller 
value of D, time variation of polytrope index is systematically large and statistical 
fluctuation become noticeable, however, it turns out that this fact simply comes 
from the geometrical reason for the equilibrium sequence plotted in figure 2.4. That 
is, in (入， D)-plane,a number of trajectories of the stellar polytropes with different 
polytrope index n are assembled at the region with smaller value, Dor入， causinga 
large variation and/or fluctuation in the time evolution of polytrope index. 
Apart from this point, figures 4.10 and 4.13 show that the timescales of quasi-
equilibrium state crucially depend on the initial conditions, which are basically 
characterized by the initial density contrast D or the dimensionless energy入 Qual-
itatively, the timescale of quasi-equilibrium state is understood from the local esti-
mates of the reh1x:ation time, which are inversely proportional to the local density 
(e.g., [33, 7]): 

t1・= 0.065 
V 
3 

G畑 plnA・ 
(4.3) 

For a system with small initial density contrast, the depth of the potential becomes 
shallower and equation (4.3) implies that the relaxation proceeds slowly enough in 
both core and halo. The quasi-equilibrium state is thus expected to be long-lived. 
As anticipated in figures 4.6 and 4.11, fitting to the Htellar polytropes is successful 
until t~63trh,i for run n5A and 66trh,i for run n6A, much longer than the other 
cases. 
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On the other hand, for a system with large initial density contrast, equation 
(4.3) suggest that the decoupling of the timescales between core and halo would 
occur earlier and the quasi-equilibrium phase would be short-lived. Indeed, the 
distribution functions for run n5C and n6B show that while the high-energy part of 
the function f(c) almost remains the same, the low-energy part of the distribution 
is rapidly developed and stretches toward c→ 一oo.As a result, fitting to the stellar 
polytropes failed earlier at t r-v 20trh,i for run n5C and 12trh,i for run n6B. After 
that, the system soon becomes unstable state, finally undergoing the core-collapse, 
consistent with the thermodynamic prediction based on the Tsallis entropy. Note 
that the fitting results in the runs n5C and n6B seem slightly worse. From bottom 
panels of figures 4.10 and 4.13, the estimated x2 values given by (4.2) become 5 r-v 14 
in both runs, which is larger than the typical value 3 -7 in cases with the smaller 
initial density contrast. 
The observation in both fitting results and the timescales for quasi-equilibrium 
states indicates that for some large values of the initial density contra.c,t, the fitting 
to stellar polytropes would fail from the beginning and the quasi-equilibrium state 
ceases to exist. Indeed, such an example was obtained from the run n5D (see 
Fig.4.9). The initial density contrast of this run is D = 106 and the dimensionless 
energy is入=2.345. That is, the location of the initial state in the (入，D)-plane
is outside the region depicted in figure 2.4. In this case, the central part is highly 
concentrated and the core-halo structure is developed from the beginning. The 
resultant relaxation time scale is much shorter than that of the other cases and the 
system soon becomes unstable, leading to the earlier core-collapse. Compared to the 
stable stellar polytropes with the same initial energy入=2.345, none of the model 
parameters successfully reproduce the simulated density and/or velocity dispersion 
profiles (long-dashed, short-da.i,hed and dot-dashed lines in Fig.4.9). Though the 
collapse time crucially depends on the softening parameter, the convergence test as 
examined in appendix A suggests that the collapse time converges to 18trh,i, close 
to the standard result without the adiabatic wall, i.e., tcoll~16trh,i (e.g., Table13.2 
of [2]). 
Therefore, for a general initial condition with large D or入， quasi-equilibrium
behavior generally ceases to exist. In other words, long-lived quasi-equilibrium states 
appear at the smaller value of入orD and the system is quantitatively characterized 
by the stellar polytropes. Their lifetime is expected to become much longer as 
approaching down to入=0.335 or D = 709, i.e., the critical values for the marginal 
stability in isothermal distribution. 

4.2.3 Discussion 

So far, we have focused on the characterization of the quasi-equilibrium state using 
the one-parameter family of the stellar polytropes. While most of the transient 
state is well-approximated by the stellar polytropes with varying polytrope index, 
one may criticize that the use of the stellar polytropes is not the best characterization 
for the qua..9i-equilibrium sequence. Indeed, even restricting the stellar distribution 
to the stationary solutions of the Vlasov equation, one can, in principle, construct 
the infinite set of one-parameter family of stellar models. In this sense, the stellar 
polytropes should be regarded as a particular set of stellar models. Further, there 
is no rigorous proof for the uniqueness to characterize the quasi-equilibrium states. 
In real astronomical systems such as globular clusters, the stellar polytropes had 
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Figure 4.10: Evolution of polytrope index in the runs n5A, n5B and n5C. 

been known to poorly fit to the observed structure of stellar distribution. Rather, 
the majority of the Galactic globular clusters is quantitatively characterized by the 
King model [21, 7, 33, 27]. In contrast to the stellar polytropes as q-exponential 
distribution, King model is represented by the truncated exponential distribution: 

/(<) oc {~ 渾'-1:::;~, (4.4) 

where we define E'= Eー </J(rn)with radius乃 beingthe truncation radius. Provided 
the dimensionless energy入， theequilibrium sequence of the King model is then 
characterized by the one-parameter lVi。=2/3[</J(rn) -¢(0)], which represents the 
depth of the gravitational potential. 
In figure 4.14, the N-body data taken from the run n3A is used to compare with 
the King model. Note that the fitted values of the parameter H1i。indicatedby figure 
4.14 were obtained under the suitable restriction, r8 > re, Similar to the stellar 
polytropes, the density and the velocity dispersion profiles reasonably fit to the 
King model. The fitted value of the parameter H'i。graduallyincreases as time goes 
on, indicating that the depth of the potential becomes deeper. Compared with the 
observed Galactic globular clusters with typical range lV0 = 4-10 [42], fitting results 
for ltVt。arcsomewhat large. 
On the other hand, turn to focus on the distribution function, deviation from the 
King model becomes manifest at the high-energy tails€ > 0. While the distribution 
function for King model falls off at the truncation energy E =¢(r叫whichtakes the 
negative value, the number of hi~h-energy particles with€ > 0 gradually increases 
in our N-body calculation, formmg a high-energy tail of the distribution function. 
Although the low-energy part of the distribution function resembles the exponential 
form of the King model, the discrepancy at the high-energy part implies that the 
boundary condition in our idealistic situation is very different from that of the 
Galactic globular clusters. In fact, the influence of external tidal field is significant 
for the Galactic globular cluster and the resultant distribution function sharply falls 
off at the tidal boundary (6]. The stellar particles which are usually bounded to the 
system tend to escape from the globular cluster system (e.g., [13, 5, 36]). To mimic 
this effect, truncation radius rn is artificially introduced by hand in the King model. 
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On the other hand, in presence of the adiabatic wall, the high-energy particles with 
E > 0, which are usually unbounded, cannot freely escape outward from the system 
and thereby no specific energy cutoff appears. 
As a result, the stellar polytropic distribution which ha.-, no energy cutoff suc-
cessfully reproduces the quasi-equilibrium states in our N-body setup. This means 
that, in presence of the adiabatic wall, the simple power-law distribution provides a 
better characterization than the truncated exponential distribution. Since the adia-
batic wall is an artificial but the simplest boundary condition, the stellar polytropic 
distribution might be regarded as a fundamental stellar model theoretically, though 
not practically useful in characterizing the observed structure of Galactic globular 
clusters. 

4.3 A family of stellar models with cusped density profile 

The analyses in previous subsection have revealed that the quasi-equilibrium evolu-
tion characterized by the stellar polytropic distribution can appear at the energy入
close to the critical value of the isothermal distribution. We then attempt to clarify 
the generality and/or the physical conditions for the quasi-equilibrium state in more 
general initial conditions. In this subsection, as a special class of initial conditions 
that contain the non power-law features, we treat a family of stellar models with 
cusped density profile [43]. The models contain two parameters, one is the scale-
radius a, and the other is related to the slope of the inner density profile r,. The 
density profiles of these models are expressed as: 

1 
p(r) ex 、、、~,.'ヽ.'● (4.5) 

Note that the above expression includes the models considered by [16] for r7 = 2 and 
by (18] for T/ = 1 as special cases. 

4.3.1 N-body setup and overview 

For a spherically symmetric configuration with isotropic velocity distribution, using 
the Eddington formula, the one-particle distribution function can be uniquely re-
constructed from the density profiles (4.5) [7]. [43] gave useful analytic formulas for 
various physical quantities such as the distribution function, the potential and the 
velocity dispersion profiles for a system extending over the infinite radius, r→ 00. 
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Based on their formulas, [31] numerically estimated the dependence of the slope 77 

on the timescale of core-collapse using the Fokker-Planck code. For present pur-

pose, however, a direct application of their formulas is inadequate in presence of the 
adiabatic wall. 

In appendix B, taking account of the truncation radius re, we re-derive the analytic 
formulctS for distribution functions ,1.-; well邸 theother physical quantities. Based on 

this, figure 4.15 plots the theoretical curves for the distribution function(left) and the 

velocity distribution profile(right) with a specific choice of the parameters, 17 = 1, 1.5, 
2 and 3, fixing the scale-radius to a/re = 0.5. For models with r7 > 1, the distribution 
function exhibits a divergent behavior at a finite energy f = Emin < 0, f(Emin) = 
+oo. Further, the velocity dispersion profile shows non-monotonic behavior; it first 

increases and eventually turns to decrea..;;e a.s approaching the center. These peculiar 

features imply that the inward heat flow occurs along a course of the relaxation, 

causing the central part of the system expand, which is the same phenomenon as 
observed in the 1111:-;table case of the isothermal distribution (see Sec.4.1). 
To perform a simulation, w<.、increasedthe number of particles to N = 81{ in order 
to resolve the central part of the cuspy density profiles. The softening parameter 

of gravitational pote11tial is set to f = 4/JV. Note that the convergence test in 
appendix A suggests that much smaller value of the softening parameter should 

be used for a system with highly concentrated core for a precise estimate of the 

timescale of core-collapse and/or qua.si-equilibrium state. However, decreasing the 
softening parameter requires a much longer calculation time and the probability of 

binary-formation via three-body interaction increases around the core. Since we 
use a :,;imple individual time-step algorithm without any regularization schemes, the 

N-bocly integration becomes heavily time-consuming once a tight binary is formed. 

Hence, we do not discuss here the timescale of the quasi-equilibrium state and focus 

only on the condition for quasi-equilibrium states. The quantitative estimates of the 

timescale will be presented in future task. 

Table 23: Model parameters and the evolutionary states in cases starting from the stellar 
models by 1'I・emainc et al. 

run# parameters r1i/r('. # of particles transient state final state 

r1lA .,, = 1, a/re = 0.5 0.25 8k none collapse 

T/1B 7/ = 1, a/re = 0.8 0.3077 8k none collapse 

r1lC 1/ = l, a/re = 2.0 0.4 8k none collapse 

r11.5A T/ = 1.5, a/T'c: = 0.2 0.221 8k none collapse 

171.5B 17 = 1.5, a/rt'. = O.G 0.362 8k stellar polytrope collapse 

171.5C 17 = 1.5, a/re = 1.0 0.4598 8k stellar polytrope collapse 

1]2A 17 = 2, a/肛=0.2 0.2869 8k none collapse 

112B り=2, a/rr: = 0.5 0.4459 8k stellar polytrope collapse 

172C 17 = 2, a/代=1.0 0.5469 8k none isothermal 

祁A 17 = 3, a/r,』=0.2 0.3907 8k stellar polytrope collapse 

TJ3B TJ = 3, a/re = 0.5 0.5G19 8k none isothermal 

In table 23, the model parameters of the initial conditions examined here are 
summarized, together with thl'evolutionary 8tatus. Also in figure 4.16, the result 
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for each run is represented byしhesymbols in energy-scale radius relation. Basically, 

figure 4 .16 says t,liaL Llie quasi-equilibrium sequence characterized by the stellar 

polytrope Ftppears(Jilled slar.s) when Lhe total energy of the system exceeds the 

critical energy入criL= 0.335, but not so far from iL. i.e., 0.335 ~ 入 ~ l. Note, 
however, しhat,the condition 0 .335 る 入 ~1 is not su侑cientfor the appearance of the 
quasi-equilibrium staLe. For models with 11 = 1, whose density profile resembles a 
singular isoしhermalsphere aししhecenter, the sysLem cannot be fitted by the stellar 

polytrope (open sla1・s). As forしheiuitial conditions with入<Acrit (stars in shaded-

region), the sys ten I fi 11ally approachesしheisothermal state. Although tl,e evolved 

state of the stellar disしributionco11ld be somehow fitted by the stellar polytropes, 

the fitted value of Lhe polyしropeindex is so large that one cannot easily discriminate 

iしfromthe isothermal disLribution. 
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4.3.2 Quasi-attractive behaviors and condition for quasi-equilibrium state 

Let us focus on the characteristic behaviors of the long-term evolution by picki11g up 
some typical examples. Figures 4.17, 4.18 and 4.19 show the results obtained from 
the runs 172C, 171.5B and 11lC. Figure 4.17 shows the typical example in which the 
system finally approaches the stable isothermal state. Due to the small value of入，
the effect of self-gravity is 8lllclll and the system evolves very slowly. ¥¥Thile we tried 
to fit the transient states of the system to the stellar polytropcs, the resultant value 
of the polytropc index n is quite large, n~20-60. For comparison, we also plot the 
theoretical curves for isothermal distribution. One cannot clearly discriminate which 
models are fitted to the simulation results better. Note also that the uncertainty 
in the fitting results was large in the ca.._-;e of the stellar polytropcs, indicating the 
system being in nearly isothermal state. 
By contrast, in figure 4.18, the quasi-equilibrium state approximated by the stellar 
polytropes appears. Because of the dimensionless energy入>0.335 in the run 171.5B, 
the ::;yHtem finally undergoes core-collapse. Looking at an early phase, however, the 
core expansion first takes place and the flatter core is formed. Then the core density 
turns to increase gradually and the transient state can be approximately described 
by the stellar polytropes for a long time (t~30ttr,J These behaviors, which exhibit, 
in some sense, a quasi-attractive property1 can be deduced from the inner structure 
of the initial velocity dispersion profile. That is, due to the small value of the 
local relaxation time t,. at the core, the inward heat flow first occur8 toward the 
equipartition of the kinetic energy, leading to the uniform velocity dispersion at the 
inner part. Then, the outward heat flow next occurs and the i11homoge11eity in the 
velocity dispersion is gradnall_¥・erased. Although this slow relaxation docs not stop 
and finally leads to the catastrophic heat flmv, the system is remarkably long-lived. 
On the other hand, the run・,,1C has slightly smaller value of入thanthe run 171.5!3 
and one naively expects that the system is stable. However, the results shown m 
figure 4.19 is completely opposite. In contr邸 tto the nm 171.5B, the initial condition 
of the run 11lC has uniform velocity dispersion at the inner part. This implies that 
the inward heat flow is only supplied by the randomness of the initial perturbation, 
as seen in the unstable isothermal case (see Sec.4.1). Thus, the amount of the 
heat flow is insufficient and the resultant core radius is rather small, whose density 
profile cannot be approximated by the stable stellar polytropic distribution. For 
comparison, in figure 4.19, we plot the stellar polytrope with the index n~17.6, 
which is the marginal stable state that has the same total energy入asin the run 
77lC. While the distribution function and the velocity disperHion profile resemble 
the marginal stable state of the stellar polytrope, the discrepancy is manifest in 
the density profile. As a result, the system is short-lived a11d could not reach the 
qua.._-;i-equilibrium state. 
Note that the lifetime of the initial distribution 17IC sen:-;itively depends on the 
randomness of the initial perturbation. Figure 4.19 shows the run-by-run variation 
of the time evolution of the core radii, where the core radius wa.._.:, estimated according 
to the procedure given by [9] (see also [13]). Compared to the runs・172C and 771.5B, 
the run-by-nm variatiou in ,,1c is significant and it seems to originate from the 
first stage of the core expansion. This behavior also holds for the other runs 771A 
and 171B. Therefore, the lifetime of the system starting from the initial conditions 
with cusped density profile p x r-2 would be generally stoch邸 tic.Although the 
present calculation with non-zero softening parameter is inadequate to estimate 
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the precise core-collapse time, the uncertainty of the collapse time would remain 
true even if the appropriate regularization scheme is implemented. In other words, 
the condition for quasi-equilibrium state as well as the lifetime of the system are 
much sensitive to the velocity structure of the initial condition. Though the present 
surveys do not give a conclusive statement for generality of quasi-equilibrium state, 
the out-of-equilibrium state with the cusped profile p ex r-0, (a < 2) possibly 
exhibits the quasi-equilibrium behaviors if the dimensionless energy入isin the range 
0.335 <入:;.,1. 

4.3.3 Entropy growth and quasi-equilibrium state 

In order to elucidate the sequence of the quasi-equilibrium evolution from a thermo-
dynamic point-of-view, we quantify the entropy growth for the N-body data, 772G, 
771.5B and 771G. Though the quasi-equilibrium behavior seen in the simulations may 
imply that the entropy growth can be characterized by the non-extensive Tsallis en-
tropy, the measure in quantifying the entropy Sq is not, strictly speaking, unique for 
different value of the polytrope index n, or equivalently, the q-parameters. There-
fore, a.s long as the cases with time-varying polytrope indices are concerned, it would 
be natural to quantify the entropy growth with the Boltzmann-Gibbs entropy. 
In left panel of figure 4.21, the results are plotted as the trajectories in (D, S00 / N)-
plane, together with the equilibrium sequence for the stellar polytropes denoted by 
continuous lines. Also, in right panel, the entropy growth is quantified and is plotted 
邸 functionof time. Note that the time interval between the symbols marked along 
each trajectory roughly corresponds to a half-mass relaxation time for the initial 
distribution. 
In figure 4.21, while the time evolution of density contrast D shows non-monotonic 
behaviors, the specific entropy S8a/ N monotonically increases in time, consistent 
with the law of thermodynamics indicated by the Boltzmann H-theorem. The evo-
lutionary sequence in the (D, S8a/N)-plane depends on the initial condition. In 
the case of the run 772G, the left panel shows that the trajectory is located around 
SBG :::: 3.7 -3.9 and the evolution slows down after contacting with the trajectory 
of the isothermal distribution. As for the trajectory of the run 771.5B, it first goes 
across the boundary between the stable and the unstable stellar polytropes indicated 
by the dotted line. Then, it temporarily settles down into a stable stellar polytropic 
state with index n:::: 12 -14 for a long time. At that time, the transient states were 
successfully fitted by the stable stellar polytropic distribution (see Fig.4.18). It is 
interesting to note that the growth of the entropy shown in the right panel of Figure 
4.21 is slightly restrained during the quasi-equilibrium regime, which might mani-
fest the minimum entropy production principle in non-equilibrium thermodynamics. 
On the other hand, for the trajectory of the run rJlC, while it first approaches the 
stability boundary, the decreases of the density contrast eventually terminate at 
relatively higher value D :::: 104 and accordingly the transients could not be fitted 
by the stable stellar polytropes. 
Note also that the transient state of the run 17IC cannot be even fitted by the 
unstable stellar polytropes, since the density profile of the unstable polytropes shows 
a log-periodic behavior at the outer part while no such behavior appears in the 
N-body simulation. In this sense, only the quasi-equilibrium state characterized 
by the stable stellar polytropes might have some special meanings. Similar to the 
isothermal distribution, the quasi-equilibrium state has the quasi-attractive feature 
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that the system sLarLing from some cla.5ses of initial conditions tends to approach 

the polytropic state, which may provide att i111portant suggestion for the reality of 

the non-extensive statistics. 
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5 Discussion & Conclusion 

ln this paper. we ltm・c 1111111crically investigated the quasi-equilibrium properties of 

the JV-body systems before Lite core-collapse stage. Particularly focusing on Lhe long-

term stellar dynamical evolutio11 from the thermosLatistical point-of-view, we tr_v to 

characterize tlic ouし-of-equilibriumslate starting with various initial conditions in 

the setup ofしheso-called AnLonov problem. We found that the quasi-equilibriu111 se-

q11ence, i11 which I.he sysl e111 evolves gradually on timescales of two-body relaxation, 
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can appear if the dimensionless energy入=-Erc/G1H2 cxcced8 the critical energy of 
the isothermal sphere 0.335, but not far from it, i.e., 0.335 ::; 入 ~1. The schematic 
illm;tration of our basic results is shown in figure 5.1. The transient states during 
the quasi-equilibrium evolution are approximately described by the one-parameter 
family of stellar polytropes with the time-varying polytropc index. The fitted value 
of the index n gradually increases with time and the system keeps following a se-
quence of stellar polytropes until reaching the critical index, ncrit.・In general, the 
condition for the qua..;;i-equilibriurn state would depend on the details of the velocity 
structure in the initial conditions, however, within a class of initial conditions ex-
amined in this paper (i.e., stellar polytropes aud stellar models with cusped density 
profilc8), the out-of-equilibrium states with inner density profiles p ex r-0 (o < 2) 
(or 17 :S 1) exhibit the quasi-equilibrium behavior that is attracted to a sequence of 
stellar polytropes. 

One may naively think that the results obtained here severely depend on the 
presence of an adiabatic wall, since the real stellar systems in absence of the adiabatic 
wall are known to be poorly fitted to the stellar polytropcs. Recalling the discussion 
in section 4.2.3, however, the outer part of the system is expected to be mainly 
affected by the boundary condition, since the relaxation timcHcalc at the outer part 
is rather longer than that at the core. In other words, as long as the relaxation time 
at the central part is shorter than that at the outer part, the modification of the 
boundary condition only alters the outer part of the system, not all of the system. 
In fact, we have seen in section 4.2.3 that the phenomenological King model which 
accounts for the globular clusters affected by the Galactic tidal field resembles the 
stellar polytropes at the inner part. In this sense彎 thestellar polytropic system as 
quasi-equilibrium state would be a fundamental stellar model and may sometimes 
make sense even if removing the adiabatic wall (see paper IV). 
The present results may give an interesting suggestion for the justification and/or 
the realization of the non-extensive thermostati:-;tics based on the Tsallis entropy. 
Strictly speaking, however、theJV-body simulations just indicate a reality of the 
stellar polytropes as q-analogue of the Boltzmann-Gibbs distribution. Further, the 
qua.5i-equilibrium state is time-dependent, which cannot be rigorously treated by the 
thermostatistics. Nevertheless, one may hope that the exploration of a connection 
with non-extensive entropy opens a new window to understand the non-equilibrium 
thermodynamics of the long-range systems. In this respect, the analytical treatment 
based on the kinetic theory is an important next step to interpret the N-bocly 
results thermodynamically. A crucial task is to estimate the timeHcales for qn蝉
equilibrium evolution, as well as to determine the generic criteria for quasi-equilibria. 
To investigate this, the Fokker-Planck model for stellar dynamics would be helpful. 
It has been recently confirmed that the Fokker-Planck model succe:;sfully recovers 
the behaviors of quasi-equilibrium state found in the N-body results. A quantitative 
comparison between a numerical solution of the Fokker-Planck model with the N-
body results based on a more sophisticated N-body code such as the one developed 
by Aarseth will be presented elsewhere. 
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Appendix A: Convergence test of N-body simulation 

In a series of our N-body simulations, the Plummer softening with parameter 
E = 1 / N or 4 / N is used to avoid the formation of tight binaries. For our inves-
tigation of the quasi-equilibrium state before the core-collapse stage, the fourth or-
der Hermite integration code with individual time-step provides a robust numerical 
method without a regularization scheme. However, it would be crucial to pursue the 
gravothermally unstable regime. While our primary concern is the non-equilibrium 
evolution before entering the core-collapse ph邸 e,it is important to note the effect 
of potential softening on the estimation of collapse time. 
To quantify this, convergence property of the collapse time is investigated by 
varying the softening parameter E. For this purpose, N-body simulations starting 
with the Plummer model, i.e., the stellar polytrope with index n = 5, are used to 
study the effect of potential softening. The corresponding simulations are the runs 
n5B and n5D listed in table 22. 
Figure .2 shows the results of the convergence test based on the run n5B. Left 
panel plots the evolution of core radii for various choices of softening parameter, 
while the right panel estimate the collapse time as function of softening parameter 
E for three different realizations of the initial condition. Here, the collapse time 
is defined as the first passage time when the core radius becomes shorter than 
3E. Clearly, large value of the softening parameter overestimates the estimation 
of the core-collapse time and the transition between the quasi-equilibrium stage 
to the core-collapse phase becomes uncertain. For an appropriately small value 
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overestimates the collapse time. Hence, in this paper, we mainly use the softening 

length E = 1/ N. 

Appendix B: A family of stellar model with cusps 

In this appendix, we present analytic formulae for the stellar model considered by 
[43] taking account of the adiabatic wall. 
Just for convenience, let us first introduce the following variables: 

1'1 G1'1 re+ a TJ 
A= 1/戸， B=了（ァ）． (.1) 

In terms of these, the density profile for stellar models by Tremaine et al. (1994) is 
expressed as 

A 
p(r) = 
(r/a}3ー,,(1+ r / a)l+r,. (.2) 

The corresponding mass profile and the gravitational potential respectively becomes 

m(r) = 1r dr'4,rr•2 p(r') =竺竺（土）", (.3) 

and 

的）＝ーc{字＋［心 4ザ p(r')}
-B間（土）,,-1三（土）,,-1 +嘉；~、ar'~し｝；ザ1
= < 

-B{log(~) —log (土）+ ,-,/~ い} ; ~~-;) 
For stationary state of the Vlasov equation, the one-dimensional velocity <lisper-
sion profile can be calculated from the density profiles and the gravitational potential 
through the Jeans equation. In the case of the isotropic velocity distribution, this 
gives 

(J恥，1o(r)
P(r) 
= ----
p(r)' 

(.5) 

with the function P(r) being pressure, determined from the hydrostatic equilib-
rium(Jeans equation), dP/dr = -p dcJ?/dr. Note that the explicit expression for 
function P(r) cannot be expressed in an unified manner. For some values of r,, we 
have 

P,-1(r) = AB [6log 亡）—占 {6(1+y)-9 十ュ-+ 1 ' (.6) 
y y y + l 2(y + 1)2 } ] 

[ (y) l{ 2 2 1 
P,=1.s(r) = AB 4log 戸了十y4―戸了― 3(y+ 1)2 -3(y + 1)3}] (.7) 

P,=2(r) = AB [4 log (デ）—{土+ 2(y: 1)2 + 3(y: 1)3 + 4(y: 1)4 H) 
P,=a(r) = AB [ 

1 
5(y: 1)5 -6(y + 1)6]'(.9)  
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where we defined y = r / a. Provided the pressure, one ca11 also calculate the total 
energy of the system confined in a wall as 

E=K+U= ['r: ● ~{炉 +~<I>(r){ f(r, v) 
= 21 dr 4王 P(r)+ 2 fo''dr 4,rr2p(r)<I>(r). (.10) 

In terms of the dimensionless variable入＝ーreE/ (G 1¥12), we obtain 

1 
入,,=t=~(1 +砿+18菰+12yD -3u: は+!}2 log (デ）， (.11)

入，,=t5=~(-3 -43y, -GOy! -24y:) -3(払，十 !)"log(~), (.12) 

い＝石 (29+ C,3y,. + 42y;, + 12y~) -(y., + I)'1 log (1!-:..±_り, {.13) 
Ye 

入
1 

11=:i =― (1 + 7y('十 y;)(Ye -1), (.14) 
20y; 

where the variable Ye denotes r,J a. 
According to the standard text book for stellar dynamics, the one-particle di:-:.tri-
bution function for the isotropic spherical stellar model is expressed as a function 
of the specific energy E = u2 /2 + <I>(r) and can be reconstructed from the density 
profiles through the Eddington formula. Introducing the variables c = <I>0ー Eand 

1/J =剌ー <I>(r),we have 

/(,)=~ 戸竺心
⑱ 7r2。d炉¢

with the regularity condition: 

信）1,=0 = 0. 

(.15) 

(.16) 

Note that the numerical constant剌 isdetermined from the above condition. ¥i¥Tith 
the use of the analytical expressions (.2) and (.4), after some manipulation, the 
Eddington formula (.15) can he rewritten with 

f(E) = 
I A 仰）心 12{s(7j,)}2-4(77 -4)s(叫+2(3 -1]) 
戸胴l□ {s(い） }•1+1 {I+ s(ゆ）｝年,, , (.17) 

where the functions q(E) and s('ljJ) are respectively given by 

q(,) = -i —,,~1 { (土）,, ー1- I + (17 -1) /:i:'~ ゲ；；,, }・
s('l/;) = 

{l-(r7-lhり}l/(11-J)

in cases with rJ =I= 1 and 

f 1 
q(<) =―万― log(/~J- 、r,Ja+ l' 

1 
s(11J) = 
c1・'-1 
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for 77 = 1. In principle, the distribution function f(E) is obtained from the numerical 
integration of (.15). In some specific values of 77, however, one can luckily obtain 
the analytic expressions of f (E): 

f "-1 (c) =¾. [I. [喜F(高）―iF(,fii)ー e''erf(y'Q)+ 72 erf (高）] , (.22) 
A l 3 

f"-1.s(f) =戸高(2-q)•/2 [2(3 + 32q-Sqりsin-1(喜）
~ 28 { 63 + 693q -5670q2 + 7410q" -4488が+1448がー240沖+16q'}占
A I 1 

f.,.,=出）＝ー一B3/2 4y121r2 (1 _ q)5/2 
[ 3 sin-1憤）—ぷ亡砂(16q3 -24q2 + 2q + 3)] , (. 24) 

A l 1 —高
f"=a(E) =戸召(l-2q)[2高 (3-4q) + 3(1 -2q) log (1+高）l・ (.25) 

Here, the function F(x) and erf(x) are Dawson's integral and the error function: 

erf(x) = v'2 ,r dt e—'2, F(x) = e-x'J dt討 (.26)r 0 0 

Compared the final expressions (.22)-(.25) with those obtained by [43), we deduce 
that the only alternation in the expressions of [43) in presence of the adiabatic 
boundary is to replace all the variables€ at the right-hand side of equations with 
the function q(E) defined above. Therefore, the above results consistently recover 
the formulas derived by [43) in the limit re→ 00. 
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ABSTRACT 

At National Institute of Information and Communications Technology (NICT), pre-
cise orbit determination software "concerto" has been developed and the new version 
4 is now being tested. :Major features of this new version are expansion to deal with 
multiple observation data types and improvement of orbit determination accuracy. 
Even though the old version of concerto can only solve Satellite Laser Ranging data, 
the new version will be posi-.iblc to solve GPS code and carrier phase, angular obser-
vation, and accelerometer. Physical models included in version 4 are mostly ba.c;;ed 
on IERS Conventions 2003 and 1996. For the perturbation acting on the i-;atellite, 
more accurate models are implemented beyond the limit of IERS Conventions. In 
this paper, we overview the perturbation models implemented in the concerto ver. 
4 and compare the models included in IERS Conventions 2003 and 1996. Since 
the standard geopotential model has been changed in IERS Conventions 2003, the 
difference between orbits computed with IERS Conventions 2003 and 1996 becomes 
apparent for low-altitude satellites. 

1 Introduction 

人工衛星のミッションの高度化に伴い、軌道決定精度に対する要求もより高いもの

となってきている。コーナーキューブリフレクタを搭載した LAGEOSや『あじさ
い』などの測地衛星に対しては、人工衛星レーザー測距 (SLR)のデータを解析する
ことで精密な軌道決定がなされ、その結果はプレート運動に伴う観測局位個の変動

の測定や、地球重力場係数の決定等に活用されてきた。 1990年代に入ると、リモー
トセンシング衛星でも精密な軌道決定を必要とするものが現れてきた。例えばアル

チメータ衛星TOPEX/Poscidonは、衛星から海面に向けて発射した電波の往復時間
を基にして海面高の変動を計測するため、高さ方向に関しては R:tvISで 10cmを切
る精度での軌道決定が要求され、実際の運用時には 2cm程度の精度まで到達した。
また、 GPSをはじめとする測位衛星では、任意の時刻における衛星の位置情報がシ
ステムを成立させるための生命線と言っても過言ではない。これらの測位サーピス

を提供する衛星は、高度2万キロ程度を周回する CPS、GLONASS、GALILEOか
ら、 l¥1TSAT-Rや準天頂衛昂といった静止衛星高度（約36000km)までそのフィー
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ルドが広がる傾向にある。さらには、 GRACEやCHAl¥tIPといった地球の重力場係
数を正確に決定するためのミッションでも低高度衛星の正確な軌道情報が必要とさ

れている。
情報通信研究開発機構 (NICT、2004年4月より通信総合研究所から改組）では、
1993年頃より人工衛星の軌道解析ソフトウェア "concerto"の開発を続けている
[1)。このソフトウェアは、首都圏地殻変動観測計画 (KeystoneProject)で取得さ
れた SLRデータの解析用として開発がスタートしたものである。これまでの ver.3 
はSLRデータ専用であるが、海外の著名な軌道解析ソフトウェア、例えば、 NASA
Goddard Space Flight Centerの GEODYN-IIや、テキサス大学の UTOPIAと比
べても遜色ない精度を持っている。
concertoを新しい version4に発展させるに当たって、我々は2つの目標を掲げ
て開発を進めている。 1つは、扱える観測データタイプの拡充、特に衛星搭載 GPS
データの解析機能を付加することである。前述の TOPEX/Poseidon以降、 GPS受
信機を搭載した人工衛星が増加し、低軌道の衛星に対しては軌道決定の有力な方法

となっている。従って、衛星搭載 GPS受信機のデータ解析機能を取り込むことは、
軌道解析ソフトウェアにおいて不可欠なものになりつつあると言っても過言ではな

い。その他、鹿島宇宙通信研究センターで行っている電波及び光による静止衛星の

測角観測データを解析できるようにすることも計画中である。もう一つの目標は、

さらなる精度の向上である。宇宙測地技術の計測技術向上に呼応して、地球の動き・

衛星の動きに関する物理モデルも次々と新しいものが開発されている。逆に言えば、

高精度計測データを活用するためには、最新の物理モデルの利用が必須ということ

になる。我々は、軌道解析ソフトウェアをつくる際に、 IERSConventionsを物理
モデルの基礎として取り込んでいる。 IERSは、 InternationalEarth Rotation and 
Reference Systems Serviceの略で、 IERSConventionsには各種の基準座標系の定義
及び、その構築に必要な物理モデルがまとめられている。これまでの concertover. 
3では、 IERSConventionsの1996年版 [2)で採用されているモデルの多くを取り込
んできた。昨年、より精密なモデルを含んだ 2003年版 [3)が公開されたため、 ver.
4では、 1996年版に加えて 2003年版への対応を進めている。 2003年版では、固体
地球潮汐による地球重力場変化、相対性理論を考慮するための衛星加速度補正、歳

差・章動・日周運動の計算、多様な潮汐効果による地球上の局位置の変化といった
所がアップデートされている。なお、 IERSConventionsの位置づけは、あくまでも
「共通の土俵」であり、さらに高い精度の物理モデルや、個々の衛星に固有であるた
めに IERSConventionsに掲載されていない物理モデルの取り込みが必要となって
くる。

本稿では、大規模なソフトウェアである concertoの中で、特に衛星に作用する各
種の摂動力を計算する部分に絞って概説する。次節でまず concertover. 4の概要を
簡単に説明した後、第3節で IERSConventions 2003に含まれる摂動モデルについ
て、 1996年版との比較を交えながら説明する。第4節では、 IERSConventionsに
含まれていない摂動の取り扱いについて触れる。最後の第5節で、それらの摂動モ
デルの違いによる加速度の差異や実際の軌道計算結果に及ぽす影轡について述べる。

2 軌道解析ソフトウェアconcertover. 4の概要

軌道解析ソフトウェア concertoは、純国産の数少ない人工衛星精密軌道解析ソフ
トウェアである。開発言語としては、当初は Fortran、次に c++を使っていたが、
ver. 3より Java言語を採用し（現在は JDK1.4.2を使用）、オブジェクト指向を意
識したプログラム構成を心がけている。 Javaを採用した理由の一つとして、プラッ
トホーム依存性がないという点がある。実際に concertover. 3.xでは、 Windows、
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Suu、Linux、lVIacintosh環境での稼動実績がある。また、ガベージコレクション機

能があるため、 c++などの言語に比べるとメモリ管理で気を使うことが少なくな
り、結果として堅牢なプログラムが曹けるというメリットもある。デメリットとし

ては、 Virtuall'vlachineを介して実行するために、実行速度が他の言語で開発した
場合より遅くなるという点がある。ただし、昨今の高速な CPUを搭載した PCで
動かす際には、実用上問題になることは少ない。

concertoでは、ファイル 1/0、数値演算、加速度計算、地球回転、伝播遅延、時
刻関連、サポートツール群とし‘った機能別に Javaの特徴である「ハッケージ」を
利用してしヽる。「パッケージ」の下には、さらに細分化された多数の「クラス」があ

る。例えば、加速度計算O)Acedパッケージの下には、地球重力場に起因する加速
度を計算する AccGeopotm1t.ialや、大気抵抗を計算する AccDragといったクラスが
ある。オブジェクト指向言語である .Javaの特性を生かして、共通の部分を「親」ク
ラス（例えば加速度関連では AhstractR2)にまとめ、個々のクラスではその共通部
分を「継承」することで、コーディングの効率化を図ってしヽる。 ver.3.xから ver.
4に移行するにあたって、 150を超えるクラスのほとんど全てを書き直している 6 ま

た、 vcr.3.xでは衛星の軌道生成とハラメータ推定を同時進行させていたが、 ver.4 
では、軌道を生成し状態遷移行列を出力する "c4i"と、パラメータ推定を行う "c4s"
の2パートに分割し、計算の効率化と、将来必要になるであろう多数衛星の同時解

析に備えてしヽる。前節でも説明したように concertovcr. 3までは SLRデータ専用
であったが、昨年度に衛星搭載 GPS受信機の疑似距離 (pset1dorange)データの解
析機能を実装した (1)。現在、搬送波位相 (carrierpha:;e)データについても解析機能
の組み込みを進めている0 また、初期設定等の入出カファイルを X!vlL(eXtensihle 
l¥Jarkup Language)に対応させる作業も進行中である。

3 IERS Conventions 2003の摂動モデル

この節では、人工衛星の精密軌道決定に必要となる摂動モデルのうち、 IERSCon-
venti011s 2003に記述されてしヽるものについて、 1996年版との比較を交えながら説
明する。

3.1 地球重力場

IERS Conventions 1996では、 .JGM-3[4]が標準的な重力場モデルとして指定され
ていたが、 2003 年版では標準モデルが EG~I-96 [5]に変更された。両者では単に重
力場係数の値が異なるだけではなく、 PermanentTideに対するアプローチが異な
る。 PcnncnentTideとは、月・太陽による起潮カポテンシャルの時間依存性の無い
項による変形のことである。背然のことながら、この成分による地球の変形も時問

依存性が無い。 EGI¥il-96はなroTide tvlodelという流l義に屈する。この流l義では、
地球重力場係数には PermanentTideの寄与が含まれていないため、固体地球潮汐
の影響で重力場係数が変化する分を計算する際に PermanentTideの分を加えてや
る必要がある。これに対して、 .JGM-:3はTideFree Modelとしヽう流儀に属する。こ
ちらの方は、 PermanentTicl<'による変形分も含めた地球重力場係数を求めている。
なお、インターネット等で人手できる JGl'vl-3の係数の Tableの中には、 ZeroTide 
流に係数を修正したものが含まれているので注意が必要である。 concertoでは、標
準的なこれら 2つのモデル以外にも GRIM5-S1(6]や EIGEN-1S(7]といった、新
しい重力場モデルを用いることも可能である。
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3.2 潮汐

固体地球潮汐や海洋潮汐の影蓉は瞬問的な地球重力場係数の変動として現れ、結果
的に人工衛星の軌道にも影蓉を及ぽす。固体地球潮汐による影響の補正は、 EGlVI-96

の様な Zero-Tide modelでは2つのステップで行う [3]。Steplでは、まず Love数

の周波数依存性の無い部分の寄与を、

k 
3 

△ Cnm — i△心=~舌区腐（字 n+iP,.m(si吟）e―im~,
j=2 J 
） 

という式に従って補正する。ここで knm、RE、]¥![$、 Mか飢、心 P,1111はそれぞれ、

Love数、地球の赤道半径、地球質菌、月及び太陽の質蓮、緯度、経度 (j=2が月、

j=3が太陽に対応）、規格化した Legendre陪関数である。さらに、 Step1では n=2

のtideから現れる n=4の係数の変化についても補正する。その補正韮は、

(+) :J 

△ c.m-i△心＝号心晟（巴）3知 (si心）e―im朽
j=2 

(m = 0, 1,2) 

と書ける。次に Step2で Love数、 Shiela数の周波数依存部分を補正する。△g。に
ついては、

Re L(A。的Hパ01)= L (A。比(8砕cos01 -8k} sin釘）
f (2,0) f (2,0) 

△ C21ヽ △ 821ヽ △ C22ヽ △ 822については、

△ C2m —i• S2m = T/m L (Amok西）e豆 (m = 1, 2) 
/(2,m) 

という式を用いて計算する。なお、 Step2の補正項の振幅はIERSConventions 2003 

では全て複素表示に変更された。考慮する分潮の数も IERSConventions 1996の49

に対して IERSConventions 2003では 71と大幅に増えている。
極潮汐 (PolarTide)は、極運動に伴う遠心力によって引き起こされるもので、 C21ヽ

品が変化する。 IERSConventions 1996にも記載されていたが、取り扱いに不明瞭

な点があったためconcertover. 3には取り込んでいなかった。しかしながら、 2003

年版でパラメータの定義が明確になったため、 ver.4で初めて実装した。極潮汐に

よる C21及び S21の変化量は、

△ C21 = -1.333 x 10-9(m1 -0.0115m2) 

△知＝ー1.348X 10団（四+0.0115mi) 
で表される。ここで m1とm2は、計算する時点における極方向の平均からのオフ
セットを表すパラメータである。

海洋潮汐は、 IERSConventions 1996、2003共に 11分潮で表現している。地球重

力場係数の内 n~30 の係数が変化するが、その変化分は、

△ Cum -i△ Bum= Fnm L 図C;im干iS;w1)e土i9,.
s(11,m) + 
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と書ける。ここで係数 C.!1111とS、品imは、 concertoでは海洋潮汐モデル CSR3.0 [8] 
の値を用いている。また、上の式に出てくる F,1mは、

F 
41rGp1、9

nm  ＝ ,《・
(n + m)! (I+ kぶ

(n -m)!(2n + 1)(2 -6。m} 2n +I) 

と表される。式中の Pwは、海水の密度 (1025kg/mりである。また、荷重変形係数
k'は、 k'2 = -0.3075, k(i = -0.195, k~= -0.132, k~= -0.1032, k{, =ー0.0892とし、
う値を用いる。

3.3 相対論効果

IERS Conventions 1996では、相対論効果に伴う加速度として、 EIH(Einstein Infeld 
Hoffman)方程式に現れる 1/足オーダーの補正項 [9]のみを考慮していた。この補

正項は

△ f= 
GiWq) Gi11m -=-' ｝ ―{ [2(、3 十 -y)-—--yr. 所+2(1+ -y)(f'.、『)『
性,.:i

の形で表される。ここで r、G、Fはそれぞれ、光速度、万有引力定数、地心を基
準とした衛星の位置ベクトルである。またけ、"(はポストニュートンパラメータ

と呼ばれる量で、一般相対論では 1となる。 IERSConventions 2003では、さらに
Lens-Thirring effectによる加速度と GeodeticPrecessionに伴う加速度が付加され
た [3)。これらはそれぞれ、

△ F = (1十"/詈[f,wx『)(,-, ・.i)+(ix.!)] 

△ ;T = {(I+ 2-y) [Rx (-~ ば;:Ji)X『n
と書ける。 lvls、瓦 Jはそれぞれ、太陽の質蘭、太陽を基準とした地球の位置ベク
トル、地球の単位当たりの角運動盤 (Iii~9.8 x 108m勺s)である。

4
 
その他の摂動

IERS Conventionsには記載がないものの、人工衛星の精密軌道決定の際に考慮しな
ければならない摂動は数多くある。これらのほとんどは、個々の衛星に固有なモデ

ルを軌道解析ソフトウェアに組み込む必要がある。この節ではそれらの摂動につい

て簡単に紹介する。

4.1 太陽輻射圧

太陽輻射圧は、衛星の形状、質誠、姿勢、表面の材質（反射率）に依存するため、正

確に加速度を計算することが難しい摂動である。 IERSConventions 1996では、太
陽光の輻射圧に 1つの章を割いていたが、 2003年版では削除された。 concertover. 
4では、太陽輻射圧モデルとして、測地衛星等の球形の衛星に対応した cannonball
modelの他、 GPS衛星に対する Fliegelmodel [11], [12]、衛星の形状を少数 (8枚
程度）の平板の組み合わせで近似した Box-¥Ningmodel [13]を組み込んでいる。
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球形以外の衛星でも通常は第 1近似として cannonballmodelを用いることが多

い。このモデルでは、太陽輻射圧による加速度は、

AU aR 
r=伍］似；；；五

で与えられる [2]。ここで、 K、AU、瓦 a、mはそれぞれ、太陽から 1天文単位の
地点での太陽光のエネルギーフラックス (4.560X 10—6 N/m2)、天文単位（単位は
m)、太陽を基準とした衛星の位置ベクトル、衛星の断面積および質量である。通

常、比例係数仰は軌道決定の際に同時に推定することが多い。

4.2 大気抵抗

人工衛星に地球の上層大気に含まれる原子や分子が衝突することによって受ける抵

抗力は、低軌道の衛星にとっては最も重要な摂動である。大気抵抗による加速度は、

最もシンプルなモデルでは、

l a r=―-CD-PV拭，
2'm  

で与えられる [14)。ここで、約は大気に対する衛星の相対速度、尻は約方向の単
位ベクトルである。上式に基づいて加速度を計算する際には、上層の大気密度 pを
いかにモデル化するかが肝要である。 concertoでは、大気密度モデルとして、 DTM
(Drag Temperature Model) 94 [15]を実装している。比例係数 CDは、先程の CR

と同様に軌道決定の際に推定することが多い。大気抵抗による加速度は衛星の形状

にも依存するが、 concertover. 4では、衛星の形状モデルとして Box-WingModel 
を使うことで、それぞれの平板に当たる抵抗力を独立に計算することも可能な仕組

みになっている。

4.3 3体効果

太陽及び月の引力は、静止衛星で 10-6[m/s2]のオーダーであり、地球重力場の J2

項の効果と同程度になる。 concertoでは、惑星暦 DE405[16]を基にして任意の時
刻における月、太陽、惑星の位置を計算し、人工衛星に作用する加速度を求めてい

る。どの惑星の影響まで考慮するかについては初期設定ファイルで指定する。

4.4 地球からの照り返し

地球の表面で反射した太陽光が人工衛星に入射し輻射圧を及ぽすもので、特に低軌

道衛星では無視できない効果である。太陽輻射圧と同じく、衛星の形状、質量、表

面の材質（反射率）に依存する。 concertover. 4では、地球の表面を 13または 37
のセグメントに分割し、そこからの寄与を計算するルーチンを実装している。衛星

の形状モデルとして Box-WingModelを用いることも可能である。

5 加速度及び軌道計算結果の比較

前節までに説明した各種の摂動力の衛星高度による変化を Fig.1に示す。この図
は、 2003年 9月10日0:00UTCにおける値を示している。 Fig.1に示した摂動のう
ち、大気抵抗は上層大気の密度が変化するため、加速度の時問依存性が大きい。 3
体効果については太陽と月の寄与のみを示している。大気抵抗、太陽輻射圧、地球
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Fig. 2---Differences in various perturbations described in IERS Conventions 1996 and 

2003: (a) remote sensing satellite ALOS (Altitude h = 700 km), (b) geodetic satellite 
LAGEOS-1 (h = 5900 km), and (c) geostationary satellite GOES-9 (h = 36000 km). 
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からの照り返しの影響を計算する上で必要となる衛星の断面積と質量の比 a/mは
0.01 [kg/mりとした。これらの衛星形状に依存する摂動のなかで、低軌道衛星では
大気抵抗が、高度 800km以上からは太陽輻射圧が最も大きくなる。このことは、リ
モートセンシング衛星等の低軌道衛星の軌道決定精度を向上するには、前者（特に

上層大気密度）のモデルが、静止衛星（高度 36000km)を含む高高度衛星の軌道決
定精度向上には、後者のモデル化が重要なファクターとなることを意味している。

次に、 IERSConventions 1996と2003の摂動モデルの違いについて調べてみる。
陸域観測衛星 ALOS(高度 700km)、測地衛星 LAGEOS-1(高度 5900km)、静止
衛星 GOES9号（高度 36000km) の3種の軌道高度の異なる衛星について、 IERS
Conventions 1996と2003に準拠したモデルによる摂動力の大きさの違いを、地球
重力場、固体地球潮汐、極潮汐、相対論効果について計算した結果を Fig.2に示
す。コラムの上に記した指数 (10-10etc.)を乗じたものが実際の加速度を表してい
る。高度の低い衛星の方が、 4種の摂動全てにおいて摂動モデルの違いによる差が
大きくなる傾向にあることが分かる。中でも、地球重力場モデルの違いによる差は、

ALOSで 10-7[m/sりのオーダーであり、他の摂動に比べて突出して大きい。また、
極潮汐による加速度は ALOSの場合、 IERSConventions 1996のモデルで 1.3X 
10ー8[m/s刊、 IERSConventions 2003のモデルで 6.4x 10-9 [m/sりであり、モデル
の変更によって加速度が約 50%減少している。
上と同じ 3種の人工衛星について、 IERSConventions 1996と2003に準拠した摂
動モデルを用いて、 2003年 9月10日0:00UTCから 24時問の軌道計算を行ってみ
た。得られた 2種類の軌道の差の時間変化を Fig.3に示す。高度の低い ALOSで
は24時間後の差が 9m近くまで拡大しているのに対し、 LAGEOS-1では最大でも
6cm程度、 GOES9号では 1cm以下の差に留まっている。これは、上で述べた地
球の重力場モデルの変更の影響が低軌道衛星で顕著に現れているためと考えられる。

今後は、 SLRデータを始めとする実際の人工衛星のトラッキングデータを用いて
軌道決定を行い、適用する摂動モデルによる結果の違いを比較することを考えてい

る。また、 CHAl¥tIPや GRACE等の衛星に搭載されている加速度計の実データと、
concertoに組み込んだ摂動モデルから計算された加速度の値を比較することも計画
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中である。
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ABSTRACT 

In this paper, we consider the higher order correction to the gravitational Shapiro 
time delay caused by the gravitomagnetic translational motion first suggested by 
Kopeikin. We also summarize and discuss the another interpretations by several 
authors which respond the conducted .Jupiter experiment by Kopeikin and Fomalont 
to me邸 urethe consequence of 1.5PN correction to Shapiro time delay. 

1 Introduction 

By the great progress of the it..~tronomical observational technique, the observational 
limit of an experimental relativity in solar system is now being overcome and it is 
expected that this obi:;ervational barrier will be gotten over more and more by the 
on-going and future space and grand-based missions. 
Although the effect of general relativistic gravity is very weak, solar system is 
a almost only place where we can carry out the experimental test of the general 
relativity with a great accuracy. 
It is hard to obtain the exact solution of Einstein field equation since this equation 
is the system of simultane011s non-linear and second order partial differential equa-
tions. But fortunately, in solar system, the two conditions, weak gravitational field 
and ::;low motion approximation is hold then we can regard the general relativistic 
gravitation as the perturbation to the flat l'Vlinkowski metric tensor, 

.<J,iv = 1]μv + hμv, h1w くく 1 (1.1) 

where TJ,uノ is1viinkowski tcHsor and the signature is (-, +, +, +), and hμv is the 
gravitational perturbation to the flat Nlinkowski tensor in solar system. Using this 
metric tensor, Eq. (1.1) a11d adopting the harmonic (Lorentz) gauge condition, 
8vh1w = 0, the Einstein field equation is expressed in the linear order as, 

(-~ 昌＋▽2) h,.,, =—字T,,v (1.2) 

in which c is the speed of light in vacuum, G is the Newtonian gravitational constant, 
and r1w is the stress-energy tc加11sor.Therefore in the linear perturbation theory or 
so-called "post-Newtonian" approximation, Einstein field equation reduces to the 
wave equation. 
Up to now, in order to confirm the theory of general relativity, some experiments 
were carried out; the gravitational reel shift, the deflection of light ray, the perihelion 
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advance of celestial bodies, and the gravitational (Shapiro) time delay. See for 
example [23). These 4 classical tests indicated the validity of theory of general 
relativity comparing with another alternative gravitational theories [23, 20). These 
tests are based on the stationary Schwarzschild metric components, 9μμand then the 
verification of steady gravitational field generated by the mass or energy. Sometimes, 
this gravitational field is called "Gravitoelectric" field by the analogy of the electric 
field of electromagnetism. 
However according to general relativity, not only the mass and energy but also 
the angular momentum and translational motion of moving mass also produce the 
gravitational field because the matter and space-time is coupled. This effect appears 
in the non-diagonal term of metric tensor, g0; and is called "Gravitomagnetic" effect 
(5). This effect was first discussed by Lense and Thirring, e.g. [19) so sometimes 
called "Lense-Thirring effect" . The reason of the word "magnetic" comes from 
analogy of the electromagnetism. In the linearized theory, the gravitational field is 
expressed by the similar form of Maxwell equations in electromagnetism with using 
scalar and vector potentials (5). In fact, the magnetic dipole like gravitational field 
arises by the angular momentum of rotating celestial body, and the translational 
motion of moving mass produces the similar gravitational field as the moving charged 
particle generates the magnetic field in accordance with Ampere's law. 
So far, this magnetic-like gravitational field is not well confirmed. Only one ex-
isting test is done by analyzing the satellite laser ranging data of LAG EOS I and 
II. By this analysis, Gravitomagnetic effect due to the angular momentum of Earth 
was verified with 20% accuracy (3). Recently, this limit was overcome using the 
latest Earth gravity field model and led to determined with 10% accuracy (4). It is 
expected this threshold will be gotten over by on-going GP-B mission with obser-
vational accuracy 1 % or better (8). 
On the other hand, the gravitomagnetic field produced by the translational motion 
of celestial body was not carried out for long time because of the tininess effect. 
Gravitomagnetic effect due to the translational motion is proportional to v / c so that 
this is at 1.5 post-Newtonian level, O(c-3). However recent VLBI technique reaches 
the 10μarcseconcl level. To detect the v / c correction to the gravitational Shapiro 
time delay, Kopeikin proposed the Jupiter experiment by which one observes the 
light ray from quasar passing near the .Jupiter using VLBI technique [12). Kopeikin 
indicated that the order of v / c correction is almost 50 Jl arcsecond level so that it 
is possible to detect. Kopeikin derived the new time delay formula based on [11), 

△ (t凶） =2苫竺(l+K;9va) In[~: 塁悶仁；：腐], (1.3) 
1 

K = k --k X (va X k), Tia伍） = Xi -叫(si), ri<L(si) = lr,.1.(si)I, 
Cg 

where the index 1 and 2 denote the VLBI stations on Earth and△ (t1占） is the 
time difference between the station 1 and 2, s is the retarded time obtained by the 
following equation, 

r・ HI 
Si= ti -—. 

C g 
(1.4) 

In the proposal [12], since Kopeikin argued that v / c correction to Shapiro time 
delay corresponds to the "speed of gravity", he distinguished the speed of light c 
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from the speed of gravity Cy, Practically, Kopcikin and Fomalont performed this 
VLBI Jupiter experiment, and measured the v / c correction with 20% accuracy level 
[7]. And they claimed that they measured the speed of gravity by this experiment 
and as the consequence they verified speed of gravity is equal to that of light with 
accuracy 20% level. 

1.0 PN :tviain Shapiro Term 
1100μas 

1.5 PN Correction (Theory) LG Correction (Observed) 
51 11,as 50士9μas

Table 1 -Total Amount of .Jupiter Time Delay Experiment. 

This assertion gave rii;e to much controversy among the several researchers. and is 
still pending until now [I, 24. 6. 21, 2, 22, 12, 13, 14, 151 16, 17, 18]. 

2 Gravitomagnetic Translational Motion and Time Delay 

In this section, we simply show that v / c correction to Shapiro time delay is due to 
the gravitomagnetic vector potential. 
The equation of motion (geodetic equation) governing the light ray propagation 

becomes 

here pt 
Jll/ 

dゲ d:廿l.

dt2 
+ k'L炉（以— kir~~lノ）= 0, 炉＝ー=(c, k'), 

dt 

is a Christoffel svmbol and the light ray satisfies following condition~ 

信） = c2 g00 + 2ek; 伽； +k;k如＝（）．
We put the metric tcn8or a8, 

｛り::): ニ訊悶霊旦『ー2) ' 
.<Jリ;= (1 + 2U(t, 叫）妬 rvO(c-2) 

(2.1) 

(2.2) 

(2.3) 

in which U(t, 尤） is Newton (Scalar) Potential and V; (t, x) is Vector Potential, re-
spectively. Now we assume that the light rays move on ;r, axis in flat spa.cetime 
and integration is performed along the unperturbed trajectory so that we can set a8 
が=(k, 0, 0). Then we obtain, 

cla: 4V+vl-4び+16V2 
k = - = ,...., l -2U + 4¥/. (2.4) 
clt I+ 2U 

After all, the time delay cau:;ccl by the gravitoclectric and gravitomagnetic field is , 

△ t = J dt -Jt = Hf d:i: 1 -2~+4 V l ―竺 ~~J心(2U -4V). (2.5) 
In Eq. (2.5), it is obviouH that the first term, J <fa:2U,...., 0 (c―2) is the main Shapiro 
time delay part due to the Schwarzschilcl metric tensor (lPN order) and the second 
one, J dx4V rv O (c呵 isthe correction to Shapiro delay due to Gravitomagnetic 
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vector potential (l.5PN order). The solution of linearized field equation, Eq. (1.2) 
is solved by the Lienard-Wiecherd potential as the electricmagnetism, see e.g. [9]. 
Based on Lienard-Wiecherd potential, Kopeikin obtained the metric perturbation 

as, 

圧 =Lc3 2Gl¥!Ia 2叫u~+1J仰rn'  
a 

(2.6) 

where u~is the four-velocity, r R = -u1,rμ げ＝呼ー咄(s).Therefore the gravity 
field dose not propagate instantaneously and then the retardation effect of gravity 
occurs. 

Retarded Position 
V 

Figure 1-Retardation of Gravity. 

* Quasar 
Jupiter Pass 

3 Gravitomagnetic Effect - c or c9 ? 

In previous section, we briefly viewed that the correction term to the Shapiro time 
delay is due to the gravitomagnetic translational motion of the celestial body. In 
this section, we consider this meaning comparison with electromagnetism. 
According to the Maxwellian electromagnetism, the charged particle at rest gen-
erates only electric field. However moving charged particle produces not only the 
electric field but also the magnetic field. And the ratio of the magnetic field to the 
electric field is rv v / c. Therefore it seems to be natural that the generated magnetic 
field by moving charged particle depends on the propagation speed of electrornag-
netic field. 
In the case of gravity, the mass at rest generates the static (Schwarzschild) gravi-
tational field only. But by the movement of mass, the gravitomagnetic field arises. 
Therefore it also seems to be natural that this magnetic-like gravitation is the con-
sequence of propagation of gravity and depends on propagation speed of gravity. As 
a result, the ratio of the gravitomagnetic field to static gravitational field is not v / c 
but v/c9. 
Then from the point of view of gravitomagnetic field, it seems to be plausible that 
the v / c correction term to Shapiro time delay relies on the speed of gravity v / c9 as 
Kopeikin argued. 

4 Interpretation of Jupiter Experiment 

After Kopeikin published the paper[12), several authors presented their own interpre-
tation of Jupiter experiments. Their explanations are Jupiter experiment me邸 ured;
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I. the speed of gravity [12. 1:3. 7. 14. 15 16 17 , 18], II. the aberration of light ray 
(24), III. the speed of light ray [11 6], and IV. no correction of 1.5 PN order by the 
translational motion [21. 22]. 

4.1 Interpretation by Kopeikin 

Kopeikin 8tarted from 8olving the linearized field equation making use of Lienard-
¥-Viecherd retarded pote11tial. 

(-i羞＋▽2)忙＝一号此'"'' (4.1) 

where "'fμv is the trace-reversed metric perturbation, "Y'w = 1,,1w -½·IJ仰hcorresponding 
hμv, and eiiv is the modified stress-energy tensor. Kopeikin introduced 91w to apply 
the case Cy i= c. As a consequence, the vector potential in the c邸 eof Kopeikin is 
expressed by, 

4G 
Vi(t彎尤） ＝ 一＿

M心
c2cg~ra(s) ー早凶・

” 

(4.2) 

Then. tl 1e appearance of cc: is the consequence of the modified stress-energy tensor, 
Thetaμv_ 

4.2 Interpretation of Will 

¥Vhile in the case of ¥,¥Till, he did not solve the Einstein equation in order to obtain 
the metric tensor in retard叫 variable,and simply replaced t→ t'-t+-. IX-X'I 

Cg 

Therefore the vector potential in Will is written by, 

4G 
V;(t.x) =マこ M心

c・,1 rふ）ー
Va・ 九 (s). 

Cg 

(4.3) 

Therefore the difference betweeu Kopeikin and Will is the coefficient 1/ c国 (Kopeikin)
or 1/c3 (Will). 

4.3 Another Interpretations 

The claim of Asada is based m1 the fa.ct the propagation speed of gravity appears at 
2.0PN level as the gravitational wave. It seems that the formula of Asada assumes 
Jupiter is at rest at the "retarded time" s not t and expand r(s) around t since 
v << c. Then as a result, v dependent term appears. Therefore the result of Asada 
is basically consequence of static gravitational field at "retarded''time. However, if 
considering the static field, a~Klioner did [10], it seems to adequate to use Lorentz 
transformation from the rest frame to the moving frame because we can regard the 
motion of Jupiter as the rectilinear one. 
Consideration by Samuel might causes the misunderstanding of observation. As 
the observable, Samuel considered the positional angle of .Jupiter, but in the VLBI 
Jupiter experiment, the observable is the pha.'-ie difference which is due to the grav-
itational field of Jupiter. 
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5 o・ ISCUSSIOll 
In this section we discuss mainly the results by Kopeikin and Will. Though Kopeikin 
and Will derived the similar time delay formula, only one difference between them 
is the vector potential expression, namely, 

V,(t, x) = ¥ご応）：二ikin) r,,d(t, の） = r0(s) -Va -~.(s) (5.1) 

西，乃・td(t,の）
In the case of Will, instead solving Einstein equation to obtain the metric, he re-
placed the time variable in vector potential, ½by the retarded expression. Further 
although he classified the speed of light c and that of gravity c9, the formula of Vvill 
seems to presume that holding c9 = c. Therefore it might be unsuitable to discuss 
the wide class for Cg, namely the case Cg i= c. 
On the other hand, in the case of Kopeikin, he solved the linearized Einstein 
equation with the modified stress-energy tensor. 

91iv = rμv + 2op(1irv)a十炉pμpvr⑲a {3 (5.2) 

where o = Eー 1,E = c/ Cg, puf3 ='f/a{j + V0げ isa projection tensor, and vet is the 
unit vector field introduced in order to conserve the general relativistic properties 
such as the Lorentz invariance even in the case Cg i= c 1. Though Carlip showed the 
it is possible to take the stress-energy tensor similar to Eq. (5.2), he also indicated 
the such kind of expression of stress-energy tensor is model-dependent. Accordingly, 
it might need to investigate the validity of this type of stress-energy tensor. 
Another thing we must examine carefully is the statement of Kopeikin that the 
fundamental speed in the curved space-time is c9 therefore the fundamental speed in 
the tangential flat spacetime attached locally on the curved spacetime is also "cg". 
Although Kopeikin said in the Jupiter experiment, they argued that the fundamental 
speed in the Lorentz transformation matrix relating with the tangential flat space is 
also c9 and they measured cg= c which means the Lorentz matrix, L1.iv(c!l = c) with 
20% accuracy, we have no idea to distinguish whether we are in the freely falling 
frame under the gravity or in completely vacuum frame. 
And in the both case of Kopeikin and Will, it might need to be investigated that 
their metric expressions hold the several properties of the general relativity such as 
the Lorentz invariance, the gauge invariance, satisfying the law of conservation, and 
so on. 
The problem that Kopeikin posed is the important for the fundamental and grav-
itational physics so that it must be thoroughly investigated, discussed, and settled. 
In order to verify what is observed by Jupiter experiment; cg or c, it seems to 
be worthwhile to develop the more higher order formula or proposing the another 
experiment by using the binary systems. 
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ABSTRACT 

The Harper map with a particular set of parameters p088Csses quadruple reversibili-

tie8. For this map, it is show11 that singly reversible periodic orbits, doubly reversible 

periodic orbits, and quadruply reversible periodic orbits exist. Ref.{6) is a English 

versio11 of this manuscript. 

あるパラメータの組を取ると、ハーパー写像は四重可逆となる．この写像には，単

対称周期軌道，二里対称周期軌道，および四重対称周期軌道が存在する．参考文献(6]
は本論文の英語版である．

1 Introduction 

Harper 写像 1) は，磁場内の格子•中における電子の運動を記述するために祁入された．
この写像T(x,y)はトーラス面上(:DES1,、リ ESりで次のように定義されている．

T(:,:, y) : :1/11+1 = :1/11 + a sin :r11, :r11+1 = x" + b8in伽+1・(1.1)

ここで aとbはハラメーターである．この写像は，第2式の項(bsin Y11+ i)のために
非ねじれ写像に分類される.Harper写像の詳細な解析は参考論文 (2)においてなさ

れている．この写像の特徴の一つは周期軌道が生まれたり消滅することである．また

セパラトリックスの構成が変わることも特徴としてあげられる．これらの過程は準

周期軌道の安定性に影響を与え．ひいては系の輸送現象にも大きな影稗を与える_3)

本論文では a=bとa=-IJの場合のみを扱う．この場合，写像Tは4通りの異
なった対合の積で表現される．つまり上記のパラメータにおいて Tは4重の対称性
をもつ.y→ y+1rの変換を行うと， a=-bの写像は (1,= bの写像になる．また

y→ y+1rと:r→ :c + 7rの変換より， a=b<Oの写像はa=b>Oに変換される．

よって以下ではa=b>Oの写像における対称周期軌道(SPO)についてのみ調べる．
不動点Poo= (0, 0)とP11= (1r, 1r)はサドルであり， Q10= (1r, 0)とQo1= (0, 1r)は
楕円点 (0<a< 2)または反射を伴うサドル (a>2)である．ここで f(:r:)= a sin: じ
とおく．
a=bの場合， Tは2つの対合G,とH;で以下のように4通りに分解される．

T(:1: 事,y) = H1 o G1 = H2 o伍＝凡 oG3= H、IOG4. (1.2) 

ここでG;=!cl= l月と▽Gi=▽ Hi= -Iが成立している．これらの対合の表現は
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以下のように得られる．

H1: X← -x + J(y), y← Y, (1.3) 

G1: X← -x, y← y + J(x), (1.4) 

H2:x←:じ-J(、y),y← -y, (1.5) 

G2:x← x, y← -y -J(x), (1.6) 

H3:X← -y+n, y← -x + 7r, (1.7) 

G3:X← -y -J(x) + n, y← -:,; -J(y + f (: ℃）） + 7r, (1.8) 

H4:X← y -7r, y← X + 7r, (1.9) 

G4:X← y+f(x)-n, y← む+J(y + J(x)) + n. (1.10) 

対合の不動点の集合が対称線である．簡単な計算より対称線R(Hi)とR(Gi)(i = 
1,2,3,4)は以下のように得られる．

R(Hi) : x = f(y)/2, x -1r = .f(y)/2, 
R(G1) : X = 0,'Tr, 
R(H2) : y = 0, 1r, 
R(G2) : y = -f(x)/2, y = 1r - f(x)/2 

R(Ha): y = 1rー x,
R(G3): Y = 7r - X -f(:r:), 
R(H4) : y = X +'Tr, 
R(G4) : y = x -J(x) + 1r, 

(1.11) 

(1.12) 

(1.13) 

(1.14) 

(1.15) 

(1.16) 

(1.17) 

(1.18) 

上記の表現では省略してあるが，それぞれの式にmod(x,21r)またはmod(y,21r)が付
いている．

対称周期軌道には3つのタイプがある. 1重対称周期軌道， 2重対称周期軌道と 4
重対称周期軌道の 3つである．煩雑さをさけるために本論文では不動点は周期軌道

から除外されている．トーラス面の持ち上げである普遍被覆面における軌道の表現

を導入する.o(zo) = { Zn}nezを初期点zo= (xo, Yo)より出発した軌道とする．ここ
で Zn= (xn, Yn) = rnzo. トーラス面ではx方向の回転数Vxとy方向の回転数Vyを
下記のように定義できる．

Xn -Xo 
む=lim 1,1 = lim Yn -yo 
n→ 00 n'11 n→ oo n・ 

(1.19) 

l重対称周期軌道は， R(Gi)またはR(Hi)上に点 Z1を持ち，かつ R(Gi)または
R(Hi)上に別の点Zm(l =/ m)を持つ．これらを満たすすべての 1重対称周期軌道を
表 lに示す．この表でG1[zo] →凡［叫 (k~0) の表現を用いる．これは初期点 z。が
G1の対称線上にあり， Zkが凡の対称線にあることを意味している．さらに途中の
軌道点Zi(1::; i::; k-1)はいかなる対称線上にも無いとする.nは整数で，表の最
後の欄はKに対する条件である．

表 I.1重対称周期軌道のリスト
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I対称線と軌道点 I
Gi(zo]→ G凸l n./ (2k) 0/(2k) k~2(n = 0), k~l(n ヂ 0)

G心l→H凸］ n/(2k -1) 0/(2k -1) k~2(n = 0), k~O(n =I= 0) 
H1 [zo]→ G凸ln/(2k + 1) 0/(2k + 1) k~l(n = 0), k~O(n # 0) 
Hdzo]→ H凸l n/(2k) 0/(2k) k~I 
G2[zo]→ G2[叫 0/(2k) n/(2k) k~I 
G2[zo]→H心l 0/(2k -1) n/(2k -1) k 2:: 2(n = 0), k 2:: O(n # 0) 
H2(zo]→ G叶叫 0/(2k + 1) n/(2k + 1) k~l(n = 0), k~O(n =I= 0) 
H2[zo]→ H凸l 0/(2k) n/(2k) k ;2: 2(n = 0), k ;2: l(n-/= 0) 

G3[zo]→ G3似l n/ (2k) n/(2k) k 2:: 1 
G心l→H3にln/(2k -1) 11./(2k -1) k~2(n = 0), k~O(n # 0) 
H3(zo]→ G3にln/(2k + 1) n/(2k + 1) k~l(n = 0), k~O(n ヂ 0)

H3(zo]→ Ha[叫 n/(2k) 叫(2k) k 2:: 1 

G、i[zo]→G凸l -n/(2k) n/(2k) k 2: 1 
G4[zo]→凡［叫 -n/(2k -1) n/(2k -1) k~2(n = 0), k~O(n-/= 0) 
H4(zo]→ G4(z,..] -n/(2k + 1) n/(2k + 1) k 2:: l(n = 0), k 2:: O(n -/= 0) 
H、dzo]→H凸l -n /(2k) n/(2k} k~1 

I令 Vy k
 

表現上の注意．回転数 0/(一<J)は0/qと同じ意味である．

すべての関係はDeVogelaer砂定理より祁かれる．証明はすでに他の論文でも行わ

れている．参考論文 (2)と(5)を見ていただきたい．ここでは表IのH4(zu]→ G4似l
の証明を紹介する．
尊出.n=Oの場合， 2つの対称線y=:i;+1rとy= X -j(:r) + 7rは不動点(k= 0 
の場合）以外に交差点をもたない．次に， nヂ0の場合を考える.k=Oの場合，例え
ばy=x+1rとy= X -f (J;) -1-37f (n = 1)は， aの値が十分に大きければ交差点を
もつ.y = (2n + l)1r + :r -f(.r)を対称線として持つ対合伍は次のように得られる．

G、1: X← y + J(x) -(2n + l)1r, y← X + j(y + f(:1;)) + (2n + l)7r. (1.20) 

もう一つの対合凡も次のように得られる．

H,1 : :z: ← y -(2n + l)1r, y← X + (2n + l)1r. (1.21) 

この H4を用いて， Z2J.・+1= H4Z。の関係が導かれる．よって下記の2つの式が成立
する．

: z:21.:+1 -:ro = Yo -:z:o -(2n + l)1r = -2n1r, (1.22) 

仰1.:+1 -Yo = Xo -: リ0+ (2n + l)1r = 2n1r. (1.23) 

これらは2つの回転数Vr.=ーn/(2k+ 1)とlノy=n/(2k+l)を与える. Q.E.D. 

2重対称周期軌道は， R(Gi)またはR(Hi)上に点Zlを持ち，別の点ZmがR(Gi)ま
たは R(HJ)(iヂj)上にある．すべての2里対称周期軌道を表 IIに揚げる. 2重対
称周期軌道の場合， 2つ回転数は共通で llx= lノy= 0/qと書けるただし qは周期で
ある． 表 IIの最後の欄に Zq/2とz。の関係を記してある．

表 II.2重対称周期軌道のリスト
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I対称線と軌道点 I q l初 2
G1 z。→ G叶Zk]→G1[z叫 4k (k~1) G四o

G2 Zo → G凸］→G2[z叫 4k (k > 1) G1zo 

G1 Zo → 比［叫→G1 [z2k-1] 4k -2 (k > 2) G2zo 
H2[zo]→ Gi[zk]→比[z2k+d 4k + 2 (k~1) H1zo 
Hi[zo]→ G2臼l→Hi[z2k+1] 4k + 2 (k > 0) H丑o
G2 zo]→ H心l→ 伍[z2k-1] 4k -2 (k 2:: 1) G肉
Hi[zo]→ H2に］→凡[z叫 4k (k~1) H匹o
H2 zo→ H1にl→ 比［叫 4k (k~1) H1zo 
Ga[zo]→ G4似l→Ga[叫 4k (k~1) G4zo 
G4[zo→ G凸）→G4[z叫 4k (k~1) G終o

G3 zo]→凡［叫→G3(Z2k-1] 4k -2 (k~1) G4zo 
H4(zo]→ G3(叫→ 凡[z2k+1l 4k + 2 (k > 0) H3zo 
H3[zo]→ G心l→H3(Z2k+1] 4k + 2 (k > 0) H4zo 
G4[zo]→ H凸 l→G4(Z2k-1] 4k-2 (k 2:: 1) G3zo 
H3 zo]→ H4[zk]→ H3[z叫 4k (k > 1) H4zo 
H4 zo]→ H凸 l→H4[z叫 4k (k 2:: 1) H炉O

ここでは代表例として， Ga[zo]→G4[zk]→ G中叫の関係を導く．
尊出．細=G4z。の関係より次式が得られる．

Z2k =(Yo+ .f(xo) -(2n + I)1r, xo + f(Yo + J(xo)) + (2n + l)1r). (1.24) 

Yo = 1r -xo -f (Xo)を用いると， Z2kは y= 7r - X -f(x)上にあることが分かる．
Q.E.D. 

4重対称周期軌道はR(G川またはR(Hi1)上に点Zm1があり，別の点Zm2がR(Gゎ）
または R(Hゎ）の上に， Zm3がR(Gia)または R(Hi3)の上に，そして点Zm4がR(Gi4)
または R(Hi4)(りヂ i2=/= i3 =/= i4)の上にある．すべての4重対称周期軌道を表 III
に揚げてある．この場合も 2つの回転数は等しく，％＝リy= 0/qと書ける．表 III
の最後の欄に Zq/2とz。の関係を記してある．例として，表現G1[zo]→ G3[zk]→ 
H2[叫→ H4[Zk11]→ G1 [zq;2] において， 0~k~k'~k"~q/2が仮定されている．

表 III-(a).4重対称周期軌道のリスト

I対称線と軌道点 I q 如 2

Gi[zo]→ G3[Zk]→ H叶Z2k+1l→凡[z3k+d→G1[z、lk+t1 Bk+ 2 (k~1) G忍晶z。
G1 [zo]→几［叫→ H2[z叫→G4(ZJk-1]→ Gi[z4k-1] Bk -2 (k~l) 伍G晶 z。
G1 [zo]→ G4(zk]→ H2[Z2k+1l→ H3[Z3k+1l→ Gi[z41.~+iJ Bk+ 2 (k~1) G4G晶 z。
G1 [zo]→ H4[zk]→ 比［叫→G3[Z3k-d→ G1 [z4k-1] 8k -2 (k~I) G4Gぷ z。
H1 [zo]→ G凸］→G2[Z2k+1]→ ll4[Z3k+2]→ H1 [z4k+3] 8k + 6 (k 2'.: 0) H3G1H3zo 
Hi[zo]→ H3[zk]→ G2[z叫→G4[叫→ H1[Z4k+1] Bk+ 2 (k~0) H3G1H終o
Hi [zo]→ G4[叫→ G2[Z2k+1]→ H孔Z3k+21→Hi[z仙+31 8k + 6 (k 2:: 0) H4Gふ z。
H1[zo]→ H4(叫→伍[z叫→ G叶Z叫→ H1 [z4k+1] Bk+ 2 (k~0) H4G品 z。

表 111-(b).
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I対称線と軌道点
G2[zo)→ G:1[zk]→ H叶Z2k+1]→ H4 [ za1.:+ 1]→ G2[z、lk+l] 8k + 2 (k > 0) G凸 H:3Zo
G2[zo]→ H3(z,..]→ Hi(z叫→ G..i [z3k-1]→ G2[z、tk-d 8k -2 (k 2: 1) G凸 H氾o
G2[zo]→ G,1にl→ Hi[z2k+il→ H3[zak+d→ G2(Z4J..・+1l 8k + 2 (k > 0) G凸 H4zo
G叶zo]→ H4[z1.J→ Hi[z・2k]→ G叶Z3J.:-1]→伍[z4k-d Bk -2 (k 2: 1) G凸 H4zo
H叶zo]→ G凸 l→ Gi[z2A・+il→ H4(Z:ik+2l→ H叶z、lk+3l 8k + 6 (k 2:: 0) 凡G2l-l3Z。
H2[zo]→ H:1[zk]→ G1[z叫→ G、1(Z31.-]→ 凡[z4k+1l Bk + 2 (k 2:: 1) H3伍H坪o
H2[zo]→ G4(叫→ Gi[z21.-+il→ H3(Z31.-+2l→ H2[Z4k+3l 8k + 6 (k 2:: 0) H4伍H4zo
H2(zo]→ H4に］→ G1[z叫→ G3(z叫→ H2[Z4k+d Bk+ 2 (k~1) H4伍H4Z。

q
 

Zq/2 

表 III-(c).

I対称線と軌道点
G叶zo]→ G心l→ H心叫→ H2[z:1k]→ G3[Z4k-d 8k -2 (k~1) G晶 G1zo
Ga[zo]→ H心l→ H4[Z21..•-il • 伍[z:l1.:-2]→G3[Z1k-;i] 8k -6 (k 2:: 1) Gふ G1zo
G叶zo]→ G心l→ H,i且]--. H心 l→ G3[Z4k-il 8k -2 (k~1) G晶 G匹o
G:1[zo]→ H2(叫→ H4(Z2k-1]→ G1[zak-2]→ Ga(z4ぃ l8k -6 (k~1) G晶 G匹o
H:i[zo]→ G心l→ G、t(Z21.-]→ H2[z:11.・+1]→ H3[Z4k+il 8k + 2 (k 2:: 1) H1H3G1zo 
Ha[zo)→ H心l→ G4[Z21.--d→ G叶Z3k-1]→ Ha[z41.--1] 8k -2 (k~1) H1凡G1zo
H:i[zo]→ G2に］→ G、i[z2k]→Hi[z3k+d→ H3[Z4k+d 8k + 2 (k 2:: 0) H2凡G匹o
Ha[zo)→ H凸 l→ G4[Z2J.・-d→ Gi[z3k-il→ H3[Z4k-d 8k -2 (k~1) H2凡G2z。

q
 

Zq/2 

表 111-(d).

I対称線と軌道点
G、1[zo]→ G凸l→ H3[z叫→ H2[z叫→ G4[Z4k-1] 8k -2 (k~1) Gぷ G1zo
G4(zo]→ H凸l→ Ha(z21,.._ i]→ G2 [ Z:lk'.-2]→ G4[Z4k-:i] 8k -6 (k~1) Gぷ G戸o
G4 [zo]→ G2臼l→ 凡[z21,.:]→ H礼Z叫→ G4(Z4k-1] 8k -2 (k 2:: 1) G2凡G匹o
G4(zo]→ H凸 l→ H3[Z2J..・-il→ G1 [z:ik-2]→ G4[Z、lk-:1l 8k -6 (k~1) G2凡G匹o
H、1[zo)→ G1に）→伍[z2k]→ H叶Z:Jk+il→ H4[Z4k+d 8k + 2 (k 2: 1) H1H4G戸o
H4 [zo]→ Hi似l→ G3[Z21.--il --+ G年：Jk-d→ H,.[z41.:-d 8k -2 (k~1) H1H4G戸o
H中o]→ G凸 l→ G叶Z叫→ Hi[z3k+d→ H4[Z4k+d 8k + 2 (k~0) If2H4G四o
H4 [zo]→ H凸 l→ Ga[z21.--d→ Gi[zak-d→ H4(Z4k-d 8k -2 (k~1) H2凡G匹o

q
 

如 2

表 111-(a)の中のH中o]一応［叫→ G叶Z2k+d→ H、1[z:-1k+2l→ H1 [z4k+3]の場合を
紹介する．

導出．ここで Zo= (xo, Yo)が対称線:c:o= f (yo)/2の上にあるとする. 2つの関係
/-l1zo = z。と G:iZk= Zk會より，次が得られる．

G心=Z-m-1, 

f-I3Z111』=Z2k-rn+l・

これらより z。と Z,lk+3の間の関係が得られる．

こ,1k+:i= H:1G1H炉o・

3つの対合の積を計算して｀

Z4J.・+:i = (:co -f(Yo), 2(2n + l)1r -Yo) 

(1.25) 

(1.26) 

(1.27) 
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が得られる．この関係はZ4k+:Jが対称線X= f(y)/2の上にあることを意味している．
つまり z。から Z4k+3への軌道は1周期の半分であることが分かる. 1周期後はもと
の位置に戻るので回転数は Vx=Vy=  0/(Bk + 6)である．
次に Z2k+lが R(G2)の上にあることを示す．式 (26)より，

Z2k+l = fl四＝（一Yo+(2n + l)1r, -xo + (2n + l)1r) 

を得る．次にXo= f(Yo)/2を用いると，点Z2k+lがy= -f(x)/2 + (2n + l)1rにある
ことが分かる．つまり Z2k+lはR(G2)の上にある．
最後に点ZJk+2がR(H4)の上にあることを示す．そのためにはZ4k+3= H4Z2k+l (= 
H直3Zo)が成立することを示せばよい. Xo = f (yo)/2を利用し， mod(x,21r)と
mod(y, 21r)が付いていることに注意すれば簡単に示すことができる．計算の詳細
は省略する. Q.E.D. 
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ABSTRACT 

After giving an introduction to our renormalization group method for weakly-nonlinear 
canonical equations as a singular perturbation technique, we present a method to 
construct reduced syrnplectic mapH for given weakly-nonlinear symplectic maps by 
using the renormalization group with the Liouville operator. The resultant reduced 
maps accurately reproduce the long-time behavior of the original symplectic maps 
even when a resonant island chain appears. 1 

1 Introduction 

There has been a long history to study the asymptotic behavior of Hamiltonian 
flows by means of singular perturbation methods, such as the averaging methods, 
the method of multiple time-scale method and the canonical perturbation method. 
A Hamiltonian flow can be reduced to a symplcctic discrete map called the Poincare 
map. The dimension of phase space of a Poincare map is lower than that of the 
original phase space, Poincare maps are therefore, extern;ivcly studied. A symplectic 
map not only could be viewed as a Poincare map, but also represents a model of an 
accelerator, then symplectic maps are also extensively studied as ¥Vell as flows. 
Renormalization group (~.G) methods developed recently could be a useful tool 
to tackle asymptotic behaviors of discrete maps and Hows. The original RG method 
developed in Ref. [3] is an as?mptotic singular perturbation technique developed 
for weakly-nonlinear differential equations. If a naive perturbation solution of a 
given weakly nonlinear system includes secular (divergence) terms arising from per-
turbation solutions, then those secular terms should be removed in order to obtain 
a qualitatively correct solution of the given system. The RG methods have been 
proposed for removing secular terms in a systematic way, because we often need to 
know an insight into physical meaning of given nonlinear systerns when we utilize 
some other singular perturbation techniques. Furthermore, it is expected that the 
RG methods are a unified method of various singular perturbation techniques, then 
RG methods have beeu extensively studied. It has been recognized that secular 
terms in the naive perturbation solution can be renormalized away by modification 
of integration constants in the unperturbed solution, and the results agree with or 
sometimes numerically better than the naive perturbation technique. The modified 
integrations are governed by the HG equations that turn out to be slow-motion equa-
tions or reduced equations. We therefore identify the RG procedure with a reduction 
one. A revised RG method for weakly-nonlinear differential equations has been pro-
posed for giving us more a systematic way of dealing with various problems[4). The 
revised RG method yields ,isyrnplectic renormalization group method", then is to be 

1The essential part of this report h邸 alreadybeen published (sec Bcf. [I] and [2]}. 
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reviewed in this report. However, this review part is a little different from original 
paper [4]. Hamiltonian structure of reduced systems for given Hamiltonian systems 
is to be emphasized in this report. 
Although the scope of RC methods has successfully been expanded into dissipative 
discrete systems[5], the extension of RC methods to symplectic maps is not trivial 
due to the existence of the symplectic condition. On the other hand, RC methods 
to some Hamiltonian flows do not cause such problem except for some special cases. 
The main purpose of this report is to propose a general RG procedure for weakly-
nonlinear symplectic maps which we call the symplectic RG method. The symplectic 
RC method consists the following two parts. First, taking the simply extended RC 
method to discrete maps without taking into account the symplectic structure of the 
reduced maps, we get a dissipative RG reduced map at this stage. Second, to obtain 
the symplecticity-preserving RG maps obtained in the first step, we equate the naive 
RC map obtained in the first step to a discretized Hamiltonian flow, which is done 
by using the Liouville operator act~ng on renormalized variables. In the second step, 
we identify the small parameter c 111 a given original system with the the time step. 
Here we call a symplectic map obtained by the symplectic RG method a symplectic 
RG map. 

2 Renormalization method to canonical equations 

2.1 System with one degree of freedom 

It may be instructive to analyze a Hamiltonian system with one degree of freedom, 
which is exactly solvable, 

dq 8H 

dt 
=p=-
8p' 

dp 8H 
•一,. =一
dt 
炉q+c(a元 +a如 +aが）＝—―

8q' 

H(q,p) = 
p2十炉Q2 a2 3 a3 4 a4 s 
2 → h-q十了q十すq)- (2.1) 

Here c is the small parameter (0 < c << 1), a2, ・・.'a4 and n are 0(投） real pa-
rameters, q and p are canonically conjugated coordinate and momentum variable 
respectively. The Hamiltonian system (2.1) describes a weakly-nonlinear oscillator. 
The canonical equation of motion can be written邸

皇＋的=c(疇 +a如 +a.q4). (2.2) 

We assume that the solution of the system (2.2) can be written in the form of 
q = q<0> +eq(l) +e炉＋・・・,with q<0) >> eq<1)~e2q<2), which we call the naive per-
turbation solution or the regular perturbation solution. Substituting this expansion 
into (2.2), we obtain the perturbation equations for q<0), ... , q(N), 

d2q(O) d2q(l) 

dt2 
―＋炉q{O)= Q, ―＋炉砂=a2q(o)2 + a3q{0)3 + a4q(0}4' 

dt2 

言＋炉q(2)= 2a,,q(O)砂+3a3q(o)2q<1) + 4a4q<o)sq<•), ・・・
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The unperturbed solution, 砂 is

l0) = Acint + c.c.: 

where A E C is the integratio11 constant, and c.c. stands for the complex conjugate 
of the preceding term(s). Then, the leading-order equation can be written in terms 
of the explicit form of the unperturbed solution q<0) as follows 

d切{l)

dt2 
＋炉q(l)= a2 (A2c2心t十2IAl2+ A*2e-2,ru) 

+aa(がcふ"'、+3IAl2 Ae心I+3IAI'がe―i!ll』+A'3c-:i;rn) 

+a、,(がc'皿 I十4IAI'がc2m,+ 6IAI'+ 4IAl2 A'2c-2;rn + A"'e-,i;ru), (2.3) 
where A* is the complex conjugate of A. The solution of (2.3) is found by assuming 

砂(t)= Btem1 + Cらe公rn+ C記 nt+ C、1e4int+ c.c. + Co, 

where B and Ci, (j = 1, ・ ・ ・: 4) are complex constants, C。isa real constant. Here a 
part of the solution, const.exp(int), is a..:,sumed to be included in the unperturbed 
solution q(o). After substituting this form of the solution q{l) into (2.3), then q{l) is 

determined by the following algebraic equations 

叩 B=3叫Al2A, (-22炉＋炉）C2 = a因 +4a、ヽilAl2A汽
(-32炉＋炉）C3 = a、aA叫 (-4昨＋炉）C4 = a、1が， Q饂=2a2IAl2 + 6叫Al'I.

The solution q(l) is then 

l1) = Ji teint + hc2int + .f:ic3int + f4e4心t+ c.c. + Jo, (2.4) 

where, h are defined as 

Ji:=寄月Al2A, .f, :=品("因+4a,IAl2 A2) 
-1 -1 

f:ぅ：＝砺ll3が， /, :=面哀四A', /o :=贔(2a2IAド+6a,IAI"'). (2.5) 
According to (2.4), the divergent term as t→ oo which we call the secular term, is 
const.te咄 Thisterm breaks the assumption q(o) >>£q(l), while the relation ctえl
is satisfied. The naive perturbation solution is valid for ct < 1. At this stage, we can 
see that the secular behavior iH caused by the term related to n.:i・On the other hand, 
a2 and a、1do not contribute to the secular term up to O(c). The naive perturbation 
solution becomes 

q = c/O) +£ 砂 +O(占

= Ae;n, + c.c. + c (1,,,,;rn + f炉!!I+f記"'+f4e,;w + c.c. + !11). 

Here we remove thiH secular~cnn by using our renormalization methocl(4]. We 
define a renormalized variable、A(t)up to the order we consider here 0(£) as 

1l(t) :=A+ c 
-3ia3 —-- • 2n IAドAt.
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The original variable q(t) can be written in terms of凧t)as, 

q(t) = A(t)e'm + c (J.e2'm + fae3mt + J.e•m,) + c.c. + /o- (2.6) 

If an appropriate equation for A(t) is found, then an approximate, but a quali-

tatively correct solution q(t) for (2.1) is obtained. We call the equation for A(t) 

a renormalization equation. Furthermore, if the equation for A(t) is analytically 
solved, we can construct the analytic form of an approximate solution for l2.1). 

The renormalization equation is constructed by using the definition of A(t). We 
assume that such equation must be canonical because the given system (2.1) is a 

Hamiltonian system, then A and A*, for example, are to be canonical conjugate 
匹riables. The fundamental purpos~here is to construct the closed relation for 
A(t). First, we take the difference A(t + r) —凧t) by using the definition of the 
renormalization vailable up to the order we take into account, 

-3ia3 
和 +r)一初） =€ ―― 2n IAl2 Ar, 

where Tis a real constant. Second, the inverse relation A= A(t)+O(c) is substituted 

into the above expression to obtain the closed relation for凩t+ r) and A(t). 

和 +r)=A(t)+c告紅(t)肛(t)r+ O(c2). 
Third, we assume that i(t+r) can be expanded in T. Comparing the closed relation 

between A(t + r) and A(t) with the following Liouville expansion associated with 

an appropriate Hamiltonian H, A(t + r) = exp(r帥）A(t), (or the Taylor expansion 
for both dissipative systems and Hamiltonian systems) 

如 +r)= (l+心 +O(社））如）， or, 却+r) = A(t) + T字 +O(召），
where the Liouville operator acting on A associated with H is defined as 

CHA:= (fJH fJ fJH fJ - -3iaa -
認頑冨謀)A, H=←布―IAI・-

we then obtain the differential equation for A(t) 

dA 
ー＝二竺輝項=£贔，
dt 2n 

,_, 

dA* -
ー＝
dt 
£11A*. (2.7) 

This equation (2.7) is the RG equation up to O(c) for our system (2.1). It is noted 
that the RG system has the U (1) symmetry, that is, the RG system is invariant 

under the transformation A~A exp(i(j)), ((j) E R). 
The solution of (2. 7) is given by 

和） = A(o)exp (c言埴{O}ドt).
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Substituting this explicit solution of A into (2.6), one obtains an approximate, but 
a qualitatively correct solution for q(t). This Liouville operator technique helps us 
to extend our RG technique to the problem of reducing symplectic maps. If the 
RG equation (2. 7) is not canonical, such equation is called the complex Ginzburg-
Landau equation without a term of second derivative with respect to a space variable. 
Here we note that our RG equation is from the secular term arising from the naive 
perturbation solution. In other words, non-secular terms arc omitted. Because this 
omitting process gives us a reduced equation for a given problem, we then identify 
RG equations with reduced equations. It is easy to see that the reduced equation 
obtained here does not include a2 and a4. In other words1 even if the original system 
does not include a2 and a4, the reduced equation is not changed. 
If we would like to obtain an RG equations up to 0~ 己）， thenaive perturbation 
solution up to 0(ぎ） is needed. The perturbation equation at 0(ぎ） can be written 
in terms of the explicit solutions of both q(O} and q(I}, 

d2q(2) 
＋炉q(2)= 

dt2 

吋加+(Alo+A・h)e'"' 
+(Aが＋⑬）e2i"'+ (幼+A'/,)eふrn+ Afse4m, + Af記ff!/+ c.c.} 

叫咋+(A加+A'切 +2IAI加）e"" + (A"2 J, + A切 +2IAI切）c2m, 
+(A2肛 +2IAI切）eふw+ (A切+2IAl2 f4)e叫

A切esm,十Aザ芯"'+c.c. + 2IAl2 /o} 

吋咋+3IAl2A/「f+ (A" J; + A'3 f4 + :!IAドA・h+ 3IAl2 Afc,)e'rn 
(A=1J;t + 3IAl2 Af1t + :3IAl2 A* }:i)c2mt + (3IAl2 Ah+ 3IAl2 A* f:1 + A切）cふw
(A3 fit+ 3IAl2払）c4iW + (Aサ2十3IAドAf,)esmt

+A切e"''"十Aサ芯"'+c.c. }- (2.8) 

Here J, are defined in (2.5) . The solution of (2.8) is obtained by邸 summg

l2)(t) = (C1,2f2 + C1,1l)cmt + (C2,1t + C2.o)c2mt + (C:i,1t + Ca,o)c3int 
+(C、1,1t+ C.1.o)c4mt + Cr,,oe5mt + C6,oe6int、+C1,oe石rn

+Co,1t + Co.o + c.c. + Bo,o 
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＋炉l2)= emt { 4iOC1,2t + (2iOC1」+2C1,2)} 

+e2mt{—3炉C2,1t+ (-3炉C2,o+ 4iOC2,1} 

十e3i叫ー8炉C3,1t+ (-8炉C3,o+ 6iOC3,1)} 
十e4mt{ -15炉C4,1t+ (-15炉C4,o+ 8iOC4,1)} 

+esmt、(-24炉Cs,o)+ e6mt(-35炉c6,o)+ e7int(—48炉C1,o)

＋炉(Co,1t+ Co,o) + c.c. + Bo,o, 

where the part of the solution const.exp(iOt) is again assumed to be included in the 
unperturbed solution q(o). Here constants Ca,b are complex and B0,0 is real, whose 

explicit forms are 

叫＝
3a3(A2 Ji + 2IAl2 Ji) -9a~ 

=―IAIA, 
4i0 8伊

Cぃ＝
2a2(Afo + A*釦+3a3A*切+4a4(A3月+A*3 f4 + 3IAl2がh+ 3IAl2 Afo) 

2i0 

亨＝向Ga~IA臼+ 14a叫Aj4A+~叶IAl・A+旱a!IAl6A),
C2,1 = 
2a2Afi +如(A3fi+ 3IAドAf1) ia3 

-3伊
＝丙(a2IAl2が+4a4IAl4が），

C2,o = 
2a2A* h + 3a3(A*2 f4 + A切 +2IAI切） +4四(3IAI切 h)-4iOC2,1 

-3伊

c3,1 = 
如 A2f1 9ia~ 
=―  

-8伊 16伊
IAl2A3, 

c3,o = 
2a2(Ah + A* f4) + 6aalA邸 +4四(3IA臼Ji+3IAl2が/4+Aザo)-6iOC3,1 

-802 

Cぃ＝
如 A3Ji 2ia氾4IAl2A4
＝ 

ー15伊 5伊'

c4,o = 
2a2Af3 + 3a3(A切+2IAl2 f4) + 12a4IAl2 Ah -8iOC4,1 

ー1502

c5,o = 
2a2Ah + 3a3A切 +4四(A切+3IAl2AJ4) 

-24伊

3a因 f4+ 4a4A切 4a因 /4
c6,o = 

-35伊
, C1,o = 

ー48伊'

c。,1=  2a2AJ; + 12a41Al2 AJ「 ia3IAl4佃 +6四）
[22 =伊’ c。,o= 3a3A 2 J2 + 4a4がJ;n2 , 

Bo,o 
2IAl2 Jo 

＝一—·[22 . 
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The naive perturbation solution up to 0(ぎ） is 

q(t) = q(o) + Eq{I) + E2q(2) + O(cり

= Ac'!l/ + c.c. + c (f I I. + f,e2m, + f詞;m+ 42e4m, + c.c. + Jo) 
+c2((cば+C1.1l}c'm + (C2.1t + C2,o)e2m, + (C:,,1t + C:,,o)e°'暉

+(C4,1t + C4,o)e4int + C¥oe5im + C6,oeGim + C7,oe石nt+ Co,1t + Co,o + c.c. 

+Bo,o)-

As well as q(l) 1 we observe the secular terms(ex t, ex t2), which break the a8sumption 
(O) (1) q >> Eq >> Eq(2) in the naive perturbation solution. We remove the secular terms 
by defining the renormalized variable up to 0(司

-3-ia3 凩t):=A+ c:-IAl2 At+ c2(C1,2t2 + C叫）．2n 

The difference A(t + T) -A(t) is calculated as 

-3ia3 
凧t+ r) —凧t) = f IAドAr+c2(2C1,2廿+C1,2召+C1,1T). 

20 

(2.9) 

The inversion of the definition of the renormalized variable is perturbatively calcu-
lated as 

-3ia,:3 -
A=加）―c-lA(t)直(t)t+ ()(ぎ）．2n 

Substituting this inversion into the difference 和 +r) —凧t), we obtain the closed 
relation between A(t + r) and A(t), 

和 +r)=叫誓IA知＋汽2C1,2廿+C1,2召+C1,1T) 
＝凧t)+言且(t)肛(t}r+e2(年（和），元(t))r+ O(r2)) 
= (1+心 +O(社））凧t),

where 

c,,,(註）：＝古（和は臼+14a2a4IA閂＋嘉a訊項＋亨叶1A口）．
Using the relation£e:H<•J+託 IIゅ= c£H<•J +c2£H<:.ii, we obtain an appropriate Hamil-
tonian Hnc = cH(1) + c2 H(2). 

HRG =€ 詈面＋国（臼圃+¥位a,IAI';十 ~a~IAI"+闘a打Al")-
The RG equation up to O(c2) is then 

dA -3iaa -
-=€ 
dt 2n IAl2A+ぎCぃ(A,A*) = C111wA, 

dA* -
ー＝
cit 
.CHnaA*. (2.10) 
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Here we observe that the U(l) symmetry appearing in the V(cりRGequation (2.7), 
i← Aexp(i¢), (¢ER) is preserved. It is also noted that the system (2.10) has a 
conserved quantity伍(t)12=⑭ (0)12. The solution of (2.10) is given by 

加＝凩O)expし-3ia3 -
叩
IA(O)l2t 

+e囁G紅 (0)12+ 14a2a話(0)14+釦訊(0)ド＋号a訊(O)l6)i).
2mt It is noted that secular terms arising from higher harmonic terms, such as t exp , 

are also removed by A(t) which has already been defined in (2.9). しFromthe naive 
perturbation solution up to O(c2), other secular terms are renormalized by substi-

tuting the relation A= A+ 3i£ta3屈豆/(20)+ CJ(ぎ），

h +£C2,1t =峠(a因+4a4IAl2 A2) +£t鬱（叫A賢 +2叫Al4が）

=~(a足 +4a•I紅），
ー1 9ia~ 

h + cCa,1t =—a因 +ct—-IAl2が＝コ竺和
8伊 16伊 sn2'
-1 

f4 + cC4,1t =―“が+ct
2ia叫Al2が—1 -

=―“が．15伊 5伊 15伊

Because of C0,1t + c.c. = 0, the naive perturbation solution does not have a secular 
behavior from C0,1t term. 
We have discussed our RG method to a nonlinear Hamiltonian system with one 
degree of freedom. Although the model we have treated as an example is an inte-
grable system because of one degree of freedom, our RG method is not restricted to 
integrable Hamiltonian systems. 

2.2 System with many degrees of freedom 

A class of weakly-coupled nonintegrable Hamiltonian oscillators can be reduced to a 
discrete nonlinear Shorodingr equation. Actually, we can present a discrete nonlinear 
Schrodinger equation as a reduced system of a lattice Hamiltonian system. Let us 
consider the following Hamiltonian system, which could not be integrable for the 
case of the number of sites is more than three[6). 

dqi 8H 

dt 
=p1 =一
8pj 

警＝虹+£{v(q;+t -2q; 十Q;ー,)-a2q] —、崎— a,,qJ} =一竺，(2.11)
8qj 

H=  L{pJ+~ 伊qJ+£(i(Q;+1 —研＋字＋字＋字．) } 
Here qi and Pi are canonical variables at site each j E Z, which are real valued, 
c is the small parameter (0 <£<< 1), a2, ・ ・ ・, a,4 and v are V(c0) real valued 
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parameters. ¥Ve show that the reduced system up to O(c) of (2.11) is a spatially 
discretized nonlinear Schrodingcr equation. Eliminating JJJ variable:-;, we obtain 

d切
市＋氏=c{ 11(1/j+I -21/j 十 1/J-il —碕— n,.qJ -<w1J}・ 

(0) (1) The naive perturbation solution QJ = q_. 1 + cqJ + O(cりisgiven by 

{O) 
. =A衣

暉

% + c.c.、

紗＝嘉(v(A;+1-2AJ + A,_,) -3aalA;IAJ)c"" 
+ n2AJ + 4n4IAJドAJ2int n3A~a,1A'! 

C + J ;-imt J 4i!1t 
e + e + c.c. 

証 8伊 l細
1 -n2(如 IA,ド+6n4IA川）．

Here A.i E C are the integration constants, the number of Aj is equal to the the 
number of the sites. We observe a secular terms as mentioned in the preceding 
subsection. The renomalization variables are defined to remove the secular behavior 
as 

-it 
ふ(t):=A;+ c茄 (v(A;+1-2A; + A; ー,)-3叫A;IA;).

The difference Aj(t + T) -A.i(i;) is calculated by using the definition of Aj(t), 

-'lT 
馴 +T) -A(t) =国(,,(A;+,-2A; + A;-1) -3n:ilA;IA;). 

Substituting A=  A(t) + O(c) into the difference, we obtain the RG equation up to 
O(c) for (2.11), 

～ 

dA-
J 一'le
- = -(v(A,+, 2ふ+A,_, 

,_, ～ 

dt 2fl . - .) -3叫A;IA;)= Cun"ふ
dA~ 
ー＝
dt 

Luuc:A~. 

(2.12) 

This is a spatially discretized nonlinear S~ 加沿clingerequation. Here the Liouville 
operator associated with H uc: is acting on Ai which is one of canonical variables: as 

N aHna a aH1w a --L £11,. 叫：＝（―-一=-~)A
1=1 Dふoふ 8A1 DA* J' 

where fl RG is given by 

Hnc: = v品こはj+l―ふI豆 m翡こ囚2
J ] 

It is noted that the U(l) symmetryふ一ふexp(i¢),(¢ER) is observed in (2.12). 
The RG system (2.12) has a conserved quantity, Lj Iふ(t)l2= Lj Iふ(0)12.
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3 R . . ． 
enormahza1on method to symplect1c maps 

3.1 Two-dimensional symplectic map 

In the previous section, we have briefly discussed the essence of our RG method 
to canonical equations. In this section, we demonstrate that our RG method can 
successfully be applied to study weakly nonlinear symplectic maps. We consider the 

following symplectic map as an example, (xn, y,i)~(xn+I, Yn十i),

Xn+l = Xn + Yn+1, Yn+l = Yn + a1Xn + c(a2x~+ a3X~+ a4:i岱）， (3.1)

where n expresses discrete time, and is an integer number. The ongin (x, y) = (0, 0) 
is assumed to be an elliptic fixed point. The symplectic structure of this system is 

expressed as 
dxn+l I¥ dyn+l -dx11 I¥ dyn = 0, 

that is, Xn and Yn are canonical variables, and are real. Although the system we 
deal with can be more general, we restrict ourselves to the system(3.l) for the sake 
of brevity. The system (3.1) can be written in the following form, 

x,.+i -2x. cosw + x,._1 = e(aぷ＋心＋心）， cosw:= (1 —号）， (3.2)
with O :::; a1 :::; 4, because the origin (a;, y) = (0, 0) has been assumed to be elliptic. 
Our strategy to reduce the system is quite similar to the case of canonical differ-
ential equations. The method to obtain the reduced system of (3.1) needs the naive 
perturbation solutions up to orders we take into account. Furthermore, for reduced 
systems, to preserve the symplectic structure of the original system, the RG method 
with the Liouville expansion is to be introduced in the course of obtaining RG maps. 
The original system (3.2) is divided into two classes, w /21r is irrational and close to 
an rational number. In this report, we focus on the both cases. A chain of resonant 
islands structure in the phase space is related to the latter case, w /21r is rational. 
However, before analyzing islands structure, we discuss how our RG method works 
in the symplectic maps for the former case, w /21r is irrational. 

Substituting the naive perturbation x11 = x~o) + cXn (1) +c2平＋・・・ into the system 
(3.2) with cosw is O(e0), we obtain the perturbation equations 

(0) 
X71+1 -2x烈COSW+ X (0) nー1=0, 
x~11l1 ー 2x~1)cosw + x~/よ= a2x~o)2 十的x~o)3 十釘x~0)4,

x;;. ぶー2:i;翌COSW+ Xぼ四=2a2x烈x};>+ 3a3x~0)2x}i1) + 4四x~)3x}11).
(0) (1) 2 (2) 

Here we assume that Xn >>紅n>> c Xn as well as the case of differential equa-
tions. The unperturbed system (c = 0) has an oscillatory solution, 

X 
(0) 
n = Aexp(zwn) + c.c., 

where A E C is the integration constant. The leading-order equation becomes 

(1) 
Xn+l -2x~1) cosw + x (1) n-1 
+a2{A2e2iwn + 2IAl2 + A*e-2iwn 

十a、3(A3e:iiwn+ 3IAl2 Aeiwn + 3IAl2 A*e→ wn + A*3e-3iw1↓) 
+a4し(A4e4iwn+ 4IAl2 A2e2iwn + 6IAl4 + 4IAl2炉 e―2iw1↓+ A*4e-4iwn). {3.3) 
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The solution of (3.3) is found by assuming 

x;,1> = Bnc心,,+ c2e2iw11 + C⑲ liwn + C4e4iwn + C.C. + C。̀

where B and Ci, (j = 1, ・ ・ ・. 4) are complex constants, Ci。isa real constant. Here a 
part of the solution, const.exp(iDn), is assumed to be included in the unperturbed 

(0) (I) 
solution Xn . Substituting the explicit form of the solution :c:11 into (3.3), we can 

(1) 
see that x,, is determined by the following algebraic equations 

(2-isinw)B = 3a.:ilAl2A, 2(cos2w-cosw)C2 = a、2が+4a4IAl2 A汽
2(cos 3w -co立）C: ぅ=a炉1:i, (-4仔＋炉）C4 =a、1A4,

2(1 -cosw)Co = 2a2IAド+6a4IAl4. 

The solution :r(l) is then 

叫11)= f1nc-iw11 + f2e2iwn + fae3iwn + f4e41wn + c.c. + lo, (3.4) 

where, /j are defined as 

-3ia3 
!1 := IAl2 A, h := 

. a因+4a.1IAl2が a:iA3

2sinw 
, fa:= 

2 (cos 2w -cos w) 2 (cos 3w -cos w)' 

a4A4 
.f4 := 

2a2IAl2 + 6a4IAl'1 

（ 
lo:= 

2 cos 4w -cos w)'2  (1 -cos w) 
(3.5) 

According to (3.4), the divergent term as n→ oo which we also call the secular term 
as well as differential equations1 is const.neiwn. This term breaks the assumption 
(0) (1) 
Xn >> c:1:11 while the relation enえ1is satisfied, then the naive perturbation 
solution is valid for En < l. At this stage, we can 8ee that the secular behavior 
is only caused by the term related to a3. On the other hand, n2 and a、1do not 
contribute to the secular term np to O(c). This situation is quite similar to the case 
of differential equations. The naive perturbation solution becomes 

Xn = X岬+£~が+O(ぎ）．

= Ac;w,. + c.c. +€ (fr1t<iw" + hc2;w,. + f:ie"回 '+f記四"+ c.c. + /u) . 
Here we remove this sec迅arterm by using our renormalization method. We define 
a renormalized variable A(n) np to the order we consider here O(c) as 

恥）：= A+c 
-3iaa 
IAドAn.

2sinw 

The original variable :r,, can be written in terms of A(n) as. 

x,. = A(n)eiwu + ,(J,e2'""'+ f:,c'liwn + /4C41w") + C.C. + Jo, (3.G) 

To construct the renormalization equation, first we take the difference between A(n+ 

n') and A (n) from the clefini tio11 of凧n),

凧n+ n') -A(n) =£ 

-283・ 一

-3ia3 
IAl2 An', 

2siuw 



Shin-itiro GOTO 

where n'is an integer number. Second, the relation A = A(n) + O(c) from the 

definition of取n)is substituted into the above expression to obtain the closed 
relation between A (n +が） and A(n), 

-3ia3 -凩n+ n') -A(n) =€ IA(n)l2 A(n)n'. 
2sinw 

The map obtained by taking n'= 1, is not symplectic, 

dA(n + 1) A dA(n + 1)* -dA(n) A dA(n)* i= 0. 

This is a downside of the simply extended RG method. In order to recover the 
symplecticity, the Liouville operator approach is to be introduce.9. Thlrd, taking 

n'= 1 and, identifying both c with the time step and凧t):= A(n), A(t + c:) := 
A(n + 1), where t is real, we obtain 

-3'ia3 
A(t+c)=凧t)+c:-—IA(t)l2凩t).

2sinw 

Finally, comparing this ;Yith the Liouville expansion associated with an appropri-
ate Hamiltonian HRG, A(t + c) = exp c:.CHRc)A(t), we then obtain the difference （ 
equation for A (t) 

却+c) = (1 + cl:HRG + 0(ぎ））凧t),

where the Liouville operator acting on A associated with HRG is defined as 

J::HRGい (8HRG立=-竺巴_!_)A Hna = E -3iaa -
釦l*8A 8A 8ふ

IAl4-
4sinw 

Here, we assume that A(t+c:) can be expanded inc. We then obtain the differential 

equation for A(t) 

dA -3iaa -
-=€ 
dt 2smw 

. IA肛=LJJRGA, 
dA* -
ー＝
dt 
£11naA*. (3.7) 

Because the original system (3.2) is a discrete time system, then we transform 
the continuous time system (3.7) to a discrete time system by using a symplectic 
discretization, or a symplectic integrator. Because there are many ways of symplectic 
discretization, various resultant reduced symplectic maps are obtained in general. 
Using the solution of the continuous time RG system (3. 7) whose solution is 

油）＝凩0)exp (e -3ia3 -
2sinw 
IA(0)12t), 

we can exactly discretize the continuous time RG system. The resultant equation 
:ヽvhichwe call a symplectic renormalization map is 

加+1) = A(n)exp (E; ーニ国n)l2). {3.8) 
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Here we have identified the time step with£. We observe that the symplectic RG 
1~ap (3.8) has the U(l) symmetry, that is, (3.8) is invariant under the transformation 
A() n 卜 A(n) exp(i¢), (¢E R). Besides, there is a conserved quantity IA(n)l2 = 
五(0)12. Although we cannot use the explicit solution of 1 t 1e contmuous time RG 
equation in general, we take、asymplectic integrator to discretize continuous time 
RG systems. Similar to the case of differential equations, a2 and a4 are not essential 
in this approximation, up to O(c). 
The present method can be viewed as the following diagram, 

[discrete-time ] 

Symp. maps 

naive RG」

［． contmuous-tune) 

naive RG maps 
(dissipative maps) 

Liouville operator 
RG Eqs. 

Symp.-Pres. RG maps 

． 
Symp.-Pres. d. 

． 
1Scret1zat1ons (canomcal Eqs.) 

As well as the continuous time RC equation (3.7), the solution of the symplectic 
RC map (3.8) can also be written in terms of the exponential function, 

加）＝細）exp (rn~ ーニ因0)12).
which yield the analytic expression of the rotation number in the phase space (see 
Ref. [7].). In Ref. [7] I . we iave introduced a more convement way of obtaining 
symplectic RC maps, called the exponentiation procedure. However, such way is 
limited to some special cases. 
If higher-order approximation is needed, we have to construct the higher naive 
perturbation solution up to needed orders in£. The associated Hamiltonian can 
perturbatively be found(1]. 

If w is close to 21r /3, inst.cad of being irrational, we treat the following aぃor
equivalently, the following Lt,'regime, 

21r 
w=-+孤，
3 

where J is a real O(c0) parameter. Although we concentrate on this specific w, our 
method is useful for more general parameter regime. Our method does not need 
to any modifications. The HG method with Liouville operator expansion is also 
applicable for this case. 
Expanding 2 cosw in (3.2), we obtain 

炉
2cosw = -1 -£ ゆ+£2—+ O(c~1). 

2 

vVe substitute this expan8ion into (3.2), the system becomes 

叫 + l + :ru + :z; n -1 = c ( -』<5:z、:n+ a2 ・叶， + a3 ; 叫+ a4 ; 叶） ＋ 尋:r 11 + O ( c3 ) , ( 3 . 9 ) 
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(0) (1) 
Naive expansion X11 = Xn + EXn 

2 (2) + c Xn + O(c3) gives perturbation equations 

x昆+x}~) 十 x~叫=0, 
x此＋叫~) + X此＝一v'38x附＋的X匹＋的x~0)3 + a4吟~)4,

晶 +x烈＋吟叫＝ー魯x)'.)+ 2a讀 x),1>+ 3知xl,0)2心 +4釘xl!'>"紺+~叫~).
(0) 

The unperturbed solution Xn is given by 

x~0) = Aei与n+ C.C., 

where A E C is the integration constant. The leading-order perturbation equation 

becomes 

x此+X~l) + X此＝ー湿(Aei与n+ A*e-i年n)
+a2(A2e-i与n+ 2IAl2 + A*2ei年n)

+a3(A3 + 3IAl2 Aei芍n+ 3IAl2Ae―t隼n+ A*3) 

+a、i(A4e得n+ 4IAl2 A2e-i芽n+6IA川+4IAl2炉 ei号n+ A*4e―i争n).(3.10)

The solution of (3.10) is given by 

xl,I) =長（滋A-a2A*2-3叫Al2A-a試 +4IAI'炉））が紐"+c.c.
＋ 
2a2IAl2 + a3が +6叫Ai14

3 

where we observe a secular behavior which breaks the assump_!;ion x(0) >> cx(t) while 
the relation enえ1is satisfied. The renormalized variable A(n) should be defined 
to remove the secular behavior as, 

凩n):= A+e長（魯A-a2A*2-3叫Al2A-a止 +4IAl2炉））
The naive RG map is given by 

如 +l)=凩n)+闊⑱紐n) a2A(n)'2 - 2 -3a3IA(n)I A(n) 

-a4 (A(n)4 + 4瓜(n)虹(n)'2)}・(3.11)  

To obtain the symplectic RG map, we define A(t) := A(n) and A(t+c) := A(n+ 1), 
where t is real, and take the Liouvlle expansion associated with an appropriate 
Hamiltonian H as follows, 

凧t+e) =凧t)+ 73い研t)-a迅(t)'2-3a贔(t)12凩t)
-a•(加 +41凧t)虹(t)"2)}

= (1 + CLJ[RG + 0(均）凩t).

HRC = i{ 01.412 —贔(Aa+砂—亨面—蒻1A疇＋砂}.(3.12) 
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The continuous time RG equal、10nis then given by 

dA -

di 
- = LHnaA, 

dA* -
・・-= 
dt 
Lune A*. (3.13) 

A symplectic RG map is obtained by discretizing this continuous RG equation (3.13). 
Intl. us contmuous time RG equation (3.13), there is a discrete symmetry, the system 

1s mvanant under the transformation A~A exp('i2社 /3),(k E Z). 
The Hai~lt~nian (3.12) describes the phase space structure of the renormalized 
variables (A, A*) to the order of ti , 1e present approxnnat1on, regardless of the choice 
of symplectic inte阻連orsfor the Hamiltonian (3.12). The most important points in 
the phase~pace (A1 A*) arc fixed points, since they, in accordance with the relation 
between A and x11, corresponding to periodic points in the original pha..~e space 
(x, y), which determine the chain of resonant islands structure. The fixed points in 
the flow of the system (3.12) arc solutions of the following algebraic equations 

cJH 
ー＝（），
DA 

DH 
---:::::;-= 0 . 
DA* 

In the present case, the above relations arc reduced to 

魯ふ a、2A*2-3a詠肛— 0,4ば +41卯炉） = 0, 
心矛ー（⑰-3a3侃12A* -a4(炉 +4IAl2朽=0. 

For a4 = 0, the periodic points A*= IA*I exp(i0.) are given by 

IA平＋
a2 -⑪  — cos30*lA*I --8  = 0, 
3aa 3a:1 

tr 2tr 4tr 5tr 
。*= 0,-, —, tr,- —. 
3 3 3'3 

Calculati~g the linearization of (3.13) around A*, we can predict the stability, 
whether A* is elliptic or hyperbolic. In Ref. [2], for the cases of both w ::=:::::: 加/3and 
other values of w, we have numerically checked how the present method works. The 
method we present here can actually predict periodic points while the perturbation 
is small for various w. The present method is a perturbation method to determine a 
resonant island structure1 which is not exact methocl1 however our method is useful 
because exact symmetry of given maps is not needed. 
We have discussed our RG method to 2-dimensional nonlinear symplectic maps. 
Our RG method is not restricted to low-dimensional symplectic maps. 

3.2 High d" -1mensional symplectic map 

In this subsection, we show how our RG method works for high-dimensional symplec-
tic maps through a simple example, that is, we present spatiotemporally discretized 
nonlinear Schrodinger equations as a reduced system of a lattice symplectic map 
system. Let us consider the following system, which could uot be integrable except 
for a special c邸 e.

q1J+l =叶+P1+1 

P戸＝叫＋鍔+c{v(qj'.,, -2外'十qj'_,)-n2(q庁—叫qj')3 -n.i(q;')4 r.14) 
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Here q1J and pJ are real, and canonical variables at each site j E Z, n E Z expresses 

discrete time, c is the small parameter (0 < c << 1), a2, ・ ・ ・, a4, and v are O(c0) 
real valued parameters. The condition qi+N = qi is assumed. The symplecticity is 
expressed as 

N N 

L dq;i+l A dp7+1 -L吋 AdpJ = 0. 
j=l j=l 

We show that the reduced system up to O(c) of (3.14) is a spatiotemporally dis-
cretized nonlinear Schrodinger equation. Eliminating Pi variables, we obtain 

q';+'-2qj cos 0 + qj'-1 = c{v(q'J+i -2qj + q炉）ー叫qj)2-ll3(qげ— ll4(qj)4},
where 0 is defined through cos 0 := 1 —炉/2. We assume that 0 /21r is not rational. 

The naive perturbation solution炉= • (O}n (l)n J % + Eq_i 十0(釘 isgiven by 

q 
(O}n = Aieion + c.c., 

q忙 =~(v(A;+r -2A; + A;-1)-3aa[A砂）ざOn
-a2A; -4叫A附A.・-a3AJ
+ J e2i()n + e3i0n + c.c. 
2(cos20-cos0) 2(cos30-cos0) 

＋ 
ー2a21Ail2-6叫Ai14
2(1 -cos0)・ 

Here Ai E C are the integration constants, the number of Ai is equal to the the 
number of the sites N. The renomalization variables紅edefined to remove the 
secular behavior as 

-in 
ふ(n):= A; +c戸可(v(A;+,-2A; + A; ー1)-3a3[A;[A;). 

Here a2 and a4 do not contribute to the secular behavior. The difference A畑＋
1) -Ai(n) is calculated by using the definition of Ai(n), 

-'l 

ふ(n+ 1) =ふ(n)+c五訪(v(A;+r-2A; + Aた1)-3吋A砂）．
Substituting A =凩t)+ O(c) into the difference, we obtain the naive RG equation, 
which is dissipative system, up to O(c) for (3.14), 

-'I, 

ふ(n+ 1) =ふ(n)+ c2sinパ11(心 (n)-2ふ(n)+ぶ(n))-3叫ふ(nllふ(n)).
To recover the symplecticity, we identify E with the time step and define Ai(t) := 

Ai(n), Ai(t + E) = exp(ELHna)初）：= Ai(n + 1), where tis real, we then obtain 

-i 

ふ(t+c)=ふ(t)+£2sinパv(ふ+1(t)-2ふ(t)+ふーr(t))-3a3[ふ(tllふ(t))
= (1 + c£unc + O(cり）取t),
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~· 
where the Liou ville operator acting on Ai as8ociat.ed with H uc is defined a.s 

£11""ふ＝立~-!-一三__i_)A 
1=1 8Ai 8A1 8ふ加r; J・ 

」、̀

vVe obtain the differential equation for Ai(t) 

dA-
J 喧 dA~ 

J --・ 可 =~(11(ふ十,-2ふ＋ふー,)-3ual心ふ） = C11,wふ ー＝ .CuncAj. 
dt 

Here HRc is given by 
(3.15) 

． 

HRG = lノ
'l - - 3-i 
2 sin fJとIAj+I-Ajド+n3-4 sin 0 . 区向2
J J 

Because the original system (:3. 14) i::-; a discrete time system, then we transform the 
continuous system (3.15) to a discrete system by using a symplectic integrator. As 
mentioned earlier, there are many discretization methods corresponding to existing 
of many symplcctic integrators. Here we decompose H1w into the following sum, 

HRG = Hv + H竺 H'ノ：=1ノーL—どAj+1-ふ12'
2 sin 0 . 

J 

HO:¥ := O'.{ 
3i 

• ·-— 
・4siu 0 

This is because we take the following symplectic discretization method 

exp(t£11uc;)~cxp(t£/l"3) cxp(t£Hv). 

LI④ 12. 
j 

The flow generated by H0:i exactly satisfiesしhefollowing relation for any T1 E R 

ふ(f+ T') =ふ(t)exp (r , 3'ia:i -・ ニ9lAi(t)[2)-
This relation gives us the following exact discretization 

が＝ふIexp (c良叶珈）＇ (3.16} 

where we have identified the time step with£. On the other hand, the flow generated 
byが canbe discritized by the symplectic implicit midpoint rule as follows. A 
general Hamiltonian flow 

dz 
・・—- = 
dt 
f(z), 

is discretized as 

戸=z" + cf (~(z"+'+ 砂））•
Here the time step iH chosen to be c. In our case the above scheme gives 

． 

応＝心＋五昌{(ふ・;:-2附＋屈）+ (A}'+, -2心＋心）｝＇
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or equivalently, 

附+c~(巫昇ー2応＋丞竺t) =心H~(以—2元＋ぷ） • (3.17) 
Combining the two symplectic transformations (3.16) and (3.17), we obtain a sym-
plectic scheme for H RC = H,., + H竺

(1+c~ △；）研=(1 -c叶△；）exp (c嘉加研）屈， {3.18) 

where△2か：= At.I -
J J J+l 

2A~ + An is a difference operator with respect to a site j-1, 
label j E Z. This reduced map (3.18) is a spatiotempora.lly discretized nonlinear 
Schrodinger equation[8). It is noted that the RG岬ap(3.18) has not only the sym-
plectic symmetry Lj dA;i+I AdA;n+1 —Ljd母AdA? = 0, but also the U(l) symme-
try, the system (3.18) is invariant under the transformation AJ 1--+ AJ exp(i¢), (¢E 

R). Besides, this system has a conserved quantity, Lj IAげ＝・・・ =I:ilA肝=0.
The number of the sites is N as mentioned, then the dimension of the phase space 
is 2N. Because the RG system has the conserved quantity mentioned above, orbits 
generated by (3.18) are restricted in the 2N -I-dimensional sphere s2N-I C R研
Then the RG system can be reduced by the U(l) Hop fibering s2N-I→ 52N-l /U(l), 
if there are no other conserved quantities in the RG system. Many interesting solu-
tions have been found for (3.18). A class of these solutions is 

心=.4°exp { i(亨J+QI野 n+a(k)n)}, kE{O,l,・--,N-1}, 
where A0 E C is a complex number which does not depend on a site label j, and Q 
and a(k) are defined as 

Q:=二 a(k):= Tan-1 (8Tsin2(社 /N) ニ
2sin0 I+ 16T峠in4(社 /N)). T := 4 sin0 

These solutions are tori for appropriate parameter regime. The radii of the tori 

I ゜depend on A 1-We can easily predict the linear stabilities of these tori due to simple 
functional form of solutions[6). According the linear stability analysis around the 

class of solutions, the stability depends on the radii j.4°1. 

If 0 is close to 21r /3, instead of being irrational, we treat the following 0 regime, 

21r 
0= — +cふ
3 

Here J is a real 0(投） parameter. Although we concentrate on this specific 0, our 
method is useful for more general parameter regime. Expanding 2cos0 in(3.14), we 
have 

2cos0 = -1 -c魯 +O(均．

¥Ve substitute this expansion into (3.14), the system becomes 

q;+'+ qj'+ qr'= c{ —心+11(q_;'+1 -2叶＋炉）ー叫qげ—叩(qげ—叫qげ｝
+O(均. (3.19) 
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The naive expansion q~i = < (0)11 (l)n 1 I; + cq_; + CJ(ぎ） yields the following perturbation 
equations 

(O)n+ 1 (O)n (0)11-l 
%十qj + qj = 0, 

qf)11+1 + qy)n + q;1)11-l = -V3<5qJ°)11 + 1ノ(q;翌；I _ 2q;°)71 + lf)~~) 

-a2(q)°)")2 -n3(qj°)nf -l1'.4(q)°)n)、I.

The unperturbed solution q. 
(O)n . . 
J 
1s given by . 

(0)11 i~n 
q 
J 
. = AJe・1 十c.c.,

where Ai E C arc the integration constants. The leading-order equation is obtained 
as 

qf)n+l + q忙+qf)11-I =—⑱ 5(Aiei坪n+ A;e―i¥11) 

+v(A1+1 -2A1 + AJ_i)ei年n+ v(Aj+1 -2A; + Aい）e―i芽n
-a2(A和i宇 n+21研 +Aj2c考11)

-0':i(A] + 3IA附Aici午71+ 3IA戸；e―i芽n+ At) 
-Q、i(AJei脊'/1+4IA爪A和―考11+ 6IAjド+4IA爪Aje'芍11+ Aj4e-i悟11)l 

whose solution is 

砂l)n=長（魯Ai-,,(A,+, -2AJ + A;-,) 
+a2Aj2 + :ln:ilAJ切＋叫A)+4IA氾Aj2))謹"+ e.c. 

2a2IAiド+ll:J、4;+6叫Ali
:3 

(0)11 (1)11 
Here we observe a secular behavior which breaks the assumption q. >> c<J.・while 
the relation enえ1is satisfied. The renormalized variable A(n) should be defined 
to remove the secular behavior as, 

in 
ふ(n):=A,+ e訊魯A;-11(AJ+t -2AJ + AJ-i) 

叫年+3n,,IAJI'丸+a,,(AJ + 4IA阻Aj2))-

The naive RG map is given by 

紐+1) =ふ(n)+州心ふ(n)ー v(心 (n)-2ふ(n)+ぶ(n))

+aふ(n)'2+ 3n:ilふ(nll'ふ(n)+ n, (ふ(n)4+ 41ふ(n)l2ふ(n)'2)}・ 

To recover the symplecticity, we identify both c~ ~i th the time step and define 
iパt):= Aj(n), Aj(t + c) = exp(c£11,w)凩t):= AJ(n + l), where t is real, we 

-291 -



Shin-itiro GOTO 

obtain 

ふ(t+ e) =ふ(t)+頁｛⑱玩(t)→（心(t)-2ふ(t)+ぶ(t))
+aふ(1)'2+3叫ふ(t)I況(t)+ 04 (ふ(t)4+ 41ふ(t)l2ふ(t)'2)}-

= (1 + CLHRG + 0(均）ふ(t).

Here the associated Hamiltonian for the continuous time RG equation is given by 

HRG =i{OIふ 12二四;+1 —ふ I'
⑱ • 

骨内＋年）十字囚＋叫紐（喜口Aj)}・ (3.20) 

According to the Hamiltonian (3.20), the continuous time RG equation is given by 

dAi -
dt 
ー =£HRGAか

dA~­
J ー＝£11naA;. 
dt 

In this system, there is a symmetry, A曰 Aexp(i2社 /3),(k E Z). A symplectic 
RG map is obtained by discretizing this continuous RG equation. The Hamiltonian 

～～  
(3.20) describes the phase space structure of the renormalized variables (Aj, Aj) 
to the order of the present approximation, regardless of the choice of symplectic 
integrators for the Hamiltonian (3.20). The most important points in the phase 

space (Aj, Aj) are fixed points, since they, in accordance with the relation between 

Aj and qJ, corresponding to periodic points in the original phase space (qゎJJj),which 
determine the chain of resonant islands structure. The fixed points in the flow of the 
system (3.14) with 0 = 2町'3+€0, are solutions of the following algebraic equations 

8H ー=0,
8Ai 

DH 
--=-= 0. 
DA~ 
J 

In the present case, the above relations are reduced to 

叩 J→(心 -2ふ＋ぶ） +a勾+aa31A厄 +a.(兄+41ふ12年） =0, 
滋元―v(元+1-2元＋心） +a肉 +3叫ふ吠 +a•(和 +41ふ醗） =0. 
The difficulty of analyzing the resonance structure is now clear. Although we can 
extract algebraic relations which periodic points approximately satisfy, the algebraic 
equations cannot easily be solved. 

4 C onclus1ons 

We have reviewed our RG method for both weakly-nonlinear Hamiltonian systems 
and weakly nonlinear symplectic maps. Especially for symplectic maps, the Liouville 
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expansion is essential to construct syrnplectic reduced maps. For symplectic maps, 
w/2rr, where w is an eigenvalue of the linearized equation around the origin in the 
phase space, is irrational, the explicit solutions of the RG maps are easily found, then 
the approximate rotation number can be estimated. Besides when w /2rr is rational, 
our method can approximately give relations which can predict periodic points for a 
given symplectic map. However, the relations which periodic points approximately 
satisfy are too complicated. In other words, it is difficult to predict periodic points 
by means of solving such relations. One of ways to break such difficulty 1night be to 
take into account the symmE、ヽtryof RG maps we have mentioned in each subsection. 
We have not given another topic, RG reduction of unstable and stable manifolds 
for a given I-dimensional map, our RG method is also useful to reduce unstable 
manifolds and stable manifolds even if a time step is finite (see Ref. [9]). 
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ABSTRACT 

We confirm that the stepsize resonances occur, when the symmetric multistep method 
(SrvnvI) is applied to the Euler problem. Then, we try whether to be able to do similar 
variable transformation to the K-S transformation for this problem. We understand 
that the stepsize resonance does not appear by our variable transformation. 

1 Euler Problem 

We show the Euler problem case. Because the Euler problem is the pure first-order 
ODE, only the first-order integrators can be used. Let apply the first-order SL1Hvls 
to the Euler problem. Herc, we consider the torque-free rotational motion. In this 

case, the motion corresponds to the elliptic function to which analytical solution is 
known. Therefore, we execute numerical experiments by using the elliptic function. 
ODEs which describe the elliptic function is the following: 

dx 
-=yz' 
du 

dy 
-=-z鳳X'
du 

dz 2 
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where k (0 < k < l) is the modulus. The initial conditions are .1;0 = 0 , y0 = 1 and 
z0 = 1. The solution of above ODEs are 

X = Sil'll 

y = en u , 

z = dnu . 

The conserved quantitieH of the elliptic function are 
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The error evaluations of numerical integration are clone by using the analyLical 

solutions and the conserved quantities. 
First of all, let us show the orbit of elliptic function. 
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Figure 1 - The orbit of the elliptic function: The doL-short clashed line denotes 

x, the dashed line does y and the solid line does z. The left figure is 

k = 0 and the right one is k = 0.9. 

Fig. 1 shows the orbit of the elliptic function. The properties of Lhe elliptic function 

are that the period becomes long and the amplitude or z grows large when the 

modulus k increases. 
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Figure 2 - The error growth (x、and炉＋祈） in the numerical integration for the 
elliptic function with k = 0.2. The solid line denotes the 8th-order 
SLMM with h = 0.04 and the clashed line does the 8th-order Adams-
Bashforth method with h = 0.02. 

Fig. 2 shows the error growths with respect to the integration times. Ju the case of 
the Adarns-Bashforth method (asymmetric formula), the error of the longitude (ぉ）
grows quadratically and that of the conserved quanLiLy (呼＋炉） grows linearly. On 
the contrary, in the case of SLivlM, the error of the longitude grows linearly and 

that of the conserved quantity remains finite. 
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2nd-order optimal type: H~ux = 1 , C = 0.166 
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Figure 3 - 2nd-order symmetric formulas: Stepsize dependence of the error of x 
(left) and the conserved quantity呼＋炉=1 (right) for the elliptic func-
tion after 1000 revolutions with k = 0.0 (solid line) , 0.2 (clashed line) 
, 0.4 (dot-dashed line) . Stepsize H is incremented by△ H = 0.0002. 
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4th-order optimal type: 
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Figure 4ー 4th-ordersymmetric formulas: Stepsize dependence of the error of x 
(left) and the conserved quantity呼＋炉=1 (right) for the elliptic func-
tion after 1000 revolutions with k = 0.0 (solid line), 0.2 (dashed line) 
, 0.4 (dot-dashed line). Stepsize H is incremented by△ H = 0.0002. 
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6th-order optimal type: 0= 
31, 42 
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8th-order optimal type: 
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Figure 6 - 8th-order symmetric formulas: Stepsize dependence of the error of x 
(left) and the conserved quantity x2 +炉=1 (right) for the elliptic func-
tion after 1000 revolutions with k = 0.0 (solid line), 0.2 (dashed line) 
, 0.4 (dot-dashed line) . Stepsize H is incremented by△ H = 0.0002. 
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10th-order optimal type: 
13, 17, 21 , 30 
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Figure 7 - 10th-order symmetric formulas: Stepsize dependence of the error of x 
(left) and the conserved quantity x舛炉=1 (right) for the elliptic func-
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Fig. 3rv 7 show the stepsize dependences. Because the elliptic function is the non-
linear ODE (except k = 0 is the harmonic oscillator), the stepsize resonances appear. 
The mechanism of the stepsize resonance is described only about the special second-
order ODEs in Quinlan (1999). Therefore, in the case of the first-order ODEs, the 
property of the stepsize resonance is a little different from the special second-order 
ones. In the elliptic function case, the period changes depending on the value of 
the modulus k . We consider that this is one of causes that makes the identification 
of the locations of the stepsize resonances difficult. However, it is understood that 
the appearance condition of the stepsize resonance is considerably different only 
because values of free parameters change a little. ivloreover, as for the problem 
has been proven by Cano & Sanz-Serna (1998): numerical instabilities were caused 
when the symmetric linear multistep method of the first-order w邸 appliedto the 
non-linear second-order ODE, it is found not to apply in the pure first-order ODEs. 

2
 
Regularization of Euler Problem 

To use S11¥!IMs at ease, let us consider whether the problem of the stepsize resonance 
can be overcome to transform non-linear ODEs into linear ones. 

dx 

dt 
-= yz+cFx 

dy 

dt 
-= -zx+cFy , 

dz 

dt 
-=—炉xy+cFz

、̀
l

‘
ー
‘
_
,

1

2

3

 
2
 

．
 

2

2

 

（

（

（

 

where cF is the perturbation. 
are introduced: 

To regularize above ODEs, the following variables 

zdt = ds ＝⇒ 1
 I
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dt-ds 

(2.4) 

Thus, 

dx cFx 
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ds z 
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Therefore, the elliptic function by new variables can be written as follows: 

心； cF 
-=y+ 
els rw' 
竺＝一:i:十主
els 匹’

dw 
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where w = z2. The Holntions x and y for the fictiouH time, s, are given in the 
form "the harmonic oscillator + perturbations". The necessary initial steps for the 
fictious space are uses values obtained by the extrapolation method. The analytical 
solutions are given by usi11g the time, t, obtained by numerical integration. We 
evaluate the error growths by these solutions. Additionally, the perturbation is not 
considered here. 
Fig. 8rv 11 illustrate the :-;tepsize dependences. (a) is the non-regularization case. 
(b) and (c) are the regulariiation cases. However, in the case of (c), the time, t , is 
integrated by using the Adams-Bashforth methods. Because the conserved quantity, 
丑＋炉doesnot depend on the modulus k in the regularization case, we use kデ +z2
as the error evaluation of the conserved quantity. 
First of all, let's pay attenti011 to (b). Though it is expected that the stepsi:te 
resonance does not appear as described in Arakida &恥kushima(2000), the results 
are different. The reason for this causes are that dt/ ds = 1/ z is non-linear ODE. 
Thus, the stepsize resonance is caused in the time, t . Then, we try to use the Adams-
Bashforth method, however, H11Ax of the Adams-Bashforth method is smaller than 
that of SLlvirvls as described in Yamamoto & Fukushima (2003). Therefore, although 
negative results are predicted, the results of numerical experiments are positive邸
(c). Being thought as a reason is that there is no periodicity in the time, t. 
In numerical integrations by this regularization: the error of z depens on the mod-
ulus k. However, in the ca8e of the K-S transformation, the error is not depending 
on the eccentricity, e, a:.; described iu Stiefel & Schcifele (1971) and Arakida & 
Fukushima (2000). Therefore, it is a future task to construct the method of the 
regularization not depending on the modulus k. 

Finally, let us see the integrator dependence with respect to time. It is understood 
that the error of x is not depending integrators from (b) and (c) of Fig. 8rv 11 . Fig. 12 
illustrate the integrator dependency with respect to time. It is found that there are 
differences in the error growths in the symmetric formula and the asymmetric one. 
However, let us see Fig. 13. These figures are results when the time, t, integrated 
by using the 6th-order SLMTvL the 6th and 4th-order Adams-Bashforth method. 
Even when the formula is the asymmetric case, the error growth is almost the same 
as the symmetric formula. tvloreover, in the case of the 6th and 4th-order Adams-
Bashforth method, the rci:mlts are almost the same. In other words, the accuracy of 
time, t, is not strongly depending on the integrator of integrating clt/ ds. Thus, to 
calculate t in high accuracy. it is nece8sary for z to integrate in high accuracy. 
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6th-order optimal type: 
31, 42 
0= 
70 
1r , HMAX = 0.143 , C = 0.0339 

0.1 0.1 

H
 

H
 

一」

0
」

E
]一

102 

10° 

10-2 

10-4 

10-6 

1 o-0 

1 o-10 

1 o-12 

1 o-14 

(c) 

△x 

” ヽ
,. 

ヽ
,. ,. ． 

ヽヽ” 
ヽ” ,. ． 

,. ヽヽ
ヽヽ,. 

” ” 
,. 

． ヽ‘ ,. 
” ” 
,. 

@lOOOREV 

0.01 0.1 

H 
Figure 8 - Stepsize dependence of 6th-order cases: (a) denotes the non-

regularization type. {b) and (c) denote the regularization types. In 
the case of (c) , time t is integrated by using the 6th-order Adams-
Bashforth method. Stepsize dependence of the error for the elliptic 
function after 1000 revolutions with k = 0.4 (solid line), 0.8 (dashed 
line). 

-304 -



Tadato YAl¥'lAi¥tIOTO and Toshio FUKUSHIMA 

8th-order optimal typ(ヽ：
16, 21 , 31 
0 = 1r , H~lAX = 0.103 , C = 0.0374 
50 

0.1 0.1 

H
 

H
 

一」

0
」
」

W
-

2

0

2

4

6

8

0

2

4

 

_

＿

 

_

_

 

1

1

1

 

―

―

―

 

0

0

 

0

0

0

 

0

0

 

O
 
0
 

1

1

1

1

 

1

1

 

1

1

1

 

(c) 

.，

9
 / 

3
 

/
 

△
 

/
 ／
 /
 /
 /
 ／
 ／
 /
 ／
 ／
 ／
 /
 /
 ／
 ／
 ／
 /
 ／
 》

一

@lOOOREV 

0.01 0.1 

H
 Figure 9 - Stepsize dependence of 8th-order ca.<;es: (a) denotes the non-

regularization type. (b) and (c) denote the regularization types. In 
the case of (c) , time t is integrated by using the 8th-order Adams-
BcIBhforth method. Stepsize dependence of the error for the elliptic 
function after 1000 revolutions with k = 0.4 (solid line) , 0.8 (da.i,hed 
line). 

-305 -



Tadato YAMAMOTO and Toshio FUKUSHIMA 

8th-order optimal type: 
13, 17, 28 
0 = 1r , HMAX = 0.197 , C = 0.0947 
50 

‘.~ 

a
 
（
 

ー

""u"＂μ""ー

0

2

4

6

8

0

2

4

0

 

w
m
1
0
1
0

””面

2~00 

1

1

 

＿」

0
」
」

w＿

(b) 

0.1 

10 2 

10 ゜10・2 
百
10 -4 

ヒ 10・6
u」
- 10・8 

10 ・10

10 ・12

10 ・14 

0.01 0.1 

H
 

H
 

一」
0
」ぷ
3
-

2

0

2

4

6

8

0

2

4

 

1

1

1

 

―

―

―

―

 

0
 
0
 
0
 
0
 
I

―

―

 

0

0

 

ー

ー

1

1

1

1

0
 
0
 
0
 

1

1

1

 

(c) 

/
 /

 /
 /
 /
 /
 /
 /
 /
 

x
 

△

/

 
/
 /
 /
 ／
 /
 /
 /
 /
 /
 ／
 /
 ／
 /
 /
 /
 /
 /
 /
 ／
 /
 

一／ 

@lOOOREV 

0.01 0.1 

H 
Figure 10 - Stepsize dependence of 8th-order cases: (a) denotes the non-

regularization type. (b) and (c) denote the regularization types. In 
the case of (c) , time t is integrated by using the 8th-order Adams-
Bashforth method. Stepsize dependence of the error for the elliptic 
function after 1000 revolutions with k = 0.4 (solid line), 0.8 (dashed 
line). 
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10th-order optimal type: 11'14'19 1 26 
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 Figure 11 - Stepsize dependence of 10th-order cases: (a) denotes the non-

regularization type. (b) and (c) denote the regularization types. In 
the case of (c) . time t is integrated by using the 10th-order Adams-
Ba..-,hforth method. Stepsize dependence of the error for the elliptic 
function after 1000 revolutions with k = 0.4 (solid line), 0.8 (dashed 
line). 
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3 Conclusions 

We examined the numerical integration of rotational motion which are described 
by pure first-order ODEs. Since the rotational motion ha.i; not been the target of 
study of numerical integration methods so far. ¥Ve researched the dependence of 
the error growth on the integration times and the adopted 8tepsize. Also we noticed 
that the truncation error of conserved quantities remain finite and those in the 
longitude grow linearly for the Euler problem. Unfortunately, we found the stepsize 
resonances occur even in this case, probably because the equation of rotational 
motion is essentially non-linear. 
We tried a regularization for the Euler problem. A8 a result, in the case of our 
regularization, the equation which connects the fictious time and the rea] time is the 
non-linear. Therefore, the stepsize resonance occurred in the real time. Then, we 
tried to use the Adams-Ba.'-ihforth method, however, the maximum stable stepsize of 
the Adams-Bashforth method is smaller than that of symmetric multistep method. 
Thus, although negative results were predicted, the result8 of numerical experiments 
were positive. Being thought as a re邸 onis that there is no periodicity in the time. 

言
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ABSTRACT 

One-dimensional sheet model h邸 beenconsidered clS simple toy model of self-
gravitating system. From analyses of long-duration evolution, the existence of two 
kind of relaxation time, chaotic itincrancy, and power-law correlation have been 
reported. On the other hand, in one-dimensional sheet model with cosmic expan-
sion, the existence of universal spectrum of density fluctuation and stable fractal 
structure have been reported. Regardless of the existence of the cosmic expansion, 
the formation of scale-free structure occurs in one-dimensional sheet model. How 
important is the cosmic expansion by the formation of the scale-free structure? We 
analyze one-dimensio叫 sheetmodel with generalized cosmic expansion given by the 
power-law of time. When we assume self-similarity, we obtain self-similar solution 
of two-point correlation function. Then from numerical analysis, we found stable 
fractal structure in our model. Furthermore, we found simple relation between the 
fractal dimension of the structure and the rate of cosmic expantion. 
一次元シート系は自己菫力系の簡単なモデルとして扱われてきた．長時間の発展

の解析から，二種類の緩和時間の存在，システムのカオス的逼歴，郡的な二点相関

関数の発生などが報告されている．一方，宇宙膨張入りの一次元シート系では，密

度揺らぎの普遍的なスペクトルや，安定なフラクタル構造の存在が報告されている．

つまり，宇宙膨張の有無にかかわらず，一次元シート系ではスケールフリーの構造
が形成される．それではスケールフリーの構造を形成するにあたり，宇宙膨張はど

れほど重要なのだろうか．我々は時間の郡で背景の膨張則が与えられる，一次元シー
トモデルの解析を行った． 自己相似性を仮定すれば，二点相関関数の自己相似解が

得られる．一方で数値解析から，我々は安定なフラクタル構造が現れる事を見いだ

した．さらにこの構造のフラクタル次元と膨張則の郡が簡単な式で結びつけられる

事が分かった．

1 Introduction 

重力が支配的な影牌を及ぽす自己重力系では，構造が特徴的なスケールを持たない
事が観測から知られている．例えば銀河サーベイの結果から，銀河はその空問二点
相関関数が距離の揺に従うという結果が得られている (1,2, 3, 4, 5, 6]. 
このような自己重力系の性質を解析する際，空間三次元モデルでは高解像度，長時

問の解析を行う事が困難であるので，簡単なモデルとして対称性を課した一次元自

己重カシート系が扱われてきた [7].一次元シート系では Tsuchiyact al. (8, 9, 10]に
より二種類の緩和時問の存在，系のカオス的逼歴などが報告され，最近ではKoyama
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and Konishi [11]により，ある初期条件のもとでは郡的な二点相関関数が現れると

いった，興味深い解析が報告されている．
一方，宇宙膨張入りの一次元シート系も解析がなされている．もともとはZel'dovich[12] 

による Lagrange的摂動論の線形近似解として得られたが， Doroshkevichet al. [13] 

により，一次元系では厳密解となる事が示された．その後，スケールフリーの密度

揺らぎの発展で，十分な時問発展の後に初期条件に依存しないスペクトルが現れる
事が示されている [14,15]. また，我々も過去の研究において初期密度揺らぎをフ

ラクタル的なものにした場合には，落下時間 tffの200倍ほどのタイムスケールで，
次元が安定なフラクタル構造が現れる事を示した [16].
宇宙膨張の有無にかかわらず，一次元シート系では特徴的なスケールを持たない

構造が現れる事が示されているが，果たして宇宙膨張はこのような構造の形成にど

れほど影響を及ぽすのだろうか．そこで本研究では背景の膨張則を変え場合に形成

される構造がどのようになるかを解析した．膨張入りのシートモデルでは，本来は

シートの運動方程式と，宇宙膨張を記述する Friedmann方程式を連立して解く必

要があるが，今回は Friedmann方程式で宇宙膨張を記述する代わりに，宇宙膨張に

乗った共動座標のもとでの運動方程式に，背景の膨張則を人為的に与えたものを考

える．背景の膨張則は時問の罪で与えられるものとする．

まず Davisand Peebles [17]の， E-dS宇宙モデルでの二点相関関数の自己相似解
の導出の方法を応用し，時間の幕で与えられる膨張のもとでの二点相関関数の自己

相似解を導出した．次にシート系のシミュレーションを行った．長時間の発展でシー

トが非線形構造を形成していくが，膨張の幕pの値がp::; 1/3ではフラクタル構造
が現れず， box-countingによる次元解析では 1となった．一方， p> 1/3ではフラ
クタル構造が形成され， tffの数千倍程度のタイムスケールで次元が安定した．ま
た，この膨張則の揺pと，形成された構造のモノフラクタル次元 D。の問には，簡
単な関係式が成り立つ事を見つけた．
二点相関関数の自己相似解からフラクタル次元が与えられるので，シミュレーショ
ンと比較してみたが，現時点では対応させるのは非常に難しく，今後は自己相似解

の導出の際に用いた仮定に検討の必要があると考えられる．

2 Self-Similar Solution of Two-point Correlation Function 

観測から，銀河の空問二点相関関数は時問の罪に比例する事が報告されている．こ
の郡は、過去から最近の観測に至るまで，ほぽー1.7で変わらない [1,2, 3, 4, 5, 6]. 

この観測結果に対し， Davisand Peebles [17]によって，背景時空が時間の2/3乗に
比例する Einstein-deSitter (E-dS)宇宙モデルでの，二点相関関数の自己相似解が

導出された．また， Suginoharaet al. [18]によって，平坦な宇宙モデルである E-dS
宇宙モデル以外に自己相似解を適用する事が考えられた．平坦でない一様当方モデ

ルも，ある時期だけに着目すれば背景の膨張則が時間の幕で近似的に表されると考

え，時問の幕で表される膨張を仮定して自己相似解を導出しようというものである．
本研究では彼らの手法に沿って，より一般化した自己相似解を導出する．
空問の次元は d次元とし，宇宙膨張，密度揺らぎの成長率は以下のように個＜．

背景の膨張率： a(t) exザ，

密度揺らぎの線形成長率： D+(t) ex伊．

初期密度揺らぎのスペクトルは

P(k) ex炉，
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で与える事にする．

密度揺らぎのスペクトルと二点相関関数はフーリエ変換で結びついているので，
{2.3)の形でスペクトルが与えられた場合は，

釦） ex x-(n十d)' (2.4) 

となる．

密度揺らぎが非常に小さい，線形領域での二点相関関数の成長は， (2.2)と(2.4)
から，

的（ぉ，l)ex x-(n十d)色， (2.5)

となる．二点相関関数は，：r, lという二変数の関数となっているが，ここで自己相

似を仮定する. X とtが特別な関係で結びついていて，二点相関関数が一変数の関
数と見なせるようにするという仮定である．二点相関関数が自己相似であるとして

- X 
釦，t)=由に），

と仮定すると，自己相似係数 0:Lは{2.5)より，

2q 
0:L = 
n+d' 

となる．

(2.6) 

(2.7) 

次に非線形領域での二点相関関数を考える．こちらは Peeblesのテキスト [19]に
詳細が出ているので，ここでは手順のみを説明し詳細は述べない．まず Vlasov方程

式から出発して一点，二点分布関数に関する発展方程式を導出する．次に三点分布
関数が一点分布関数と二点分布関数の積で記述できる事，対称性などを課すと，最

終的に以下のような二点相関関数に関する方程式が得られる．

淡 1 8 
可十ニ玩 (:1:d-1v({+l))=0. (2.8) 

この方程式に対し，非線形領域である事を考え，~>> 1とする．

淡 1 a —+ - (xd-iv~) = 0. (2.9) at ax《1-1枷

Davis and Peebles (17]ではこの次に，「構造が安定である」という仮定，すなわち固
有運動と Hubbleflowがつり合うという仮定，

〈v〉=—虹， (2.10) 

を導入している．だがこの仮定の妥当性が後に問題となった．ここでは仮定をやや

拡張し， Padmanabhan(20]やYanoand Gouda [21]で用いた仮定，

〈V〉=-hax, (2.11) 

を羽入する．これを (2.9)に代入し，時間微分を書き直すと，

a 1 a 
ha函~=戸面（改）， (2.12) 

となる．この式の解を
~ex: がx一Af (2.13) 
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と仮定すると， (2.12)から
h8 = d-'Y, 

が得られ，

8 
d -"'I 

＝一—・
h'  

となる．以上より，非線形領域での二点相関関数は

(2.14) 

(2.15) 

く改a<d--y)/hx→(X tp(d--y)/h戸， (2.16) 

となる．この解にはまだ積分での任意定数 Tが含まれてしまう．そこで非線形領域

での二点相関関数にも

e(x,t) = t (~)' (2.17) 

という自己相似性をを仮定する．さらに， Davisand Peeblesの自己相似解導出の
ポイントである，次の仮定を導入する．すなわち線形領域と非線形領域での指数の

値が
虹=llNL, (2.18) 

であると仮定し，線形領域と非線形領域の解をつなぐ．この大きな仮定から

2q (d -,)p 
―=  
n+d h, 

(2.19) 

の関係が成り立ち，
d(d + n)p ,= 
(d+n)p+2hq' 

となる．この Tが非線形領域での空間二点相関関数の揺である．

(2.20) 

3 One-dimensional model with power-law expansion 

本研究は空問一次元 (d= 1)の場合のみを扱う．背景が膨張する空問一次元モデル
では，シートの運動は初期位置からの変位の方程式で記述される．

• 2 

s+2~s-H~) s=o, 
x(t) = xo + S(xo, t). 

ヽ
｀
~
）1

2

 

3

3

 

（

（

 
ここで aは背景の膨張を与えるスケールファクター， x(t)は膨張に乗った Euler座
標， x。は初期のシートの位置の座標 (Lagrange座標）である．シートの運動は S
を求めれば分かる．
ここでは膨張則を

a(t) ex tP, (3.3) 

とする．この幕的な膨張則のもとではシートの運動が解析的に記述できる．

S(q, t) =ふ(q)D+(t)+ S_(q)D_(t), (3.4) 

D士(t)= t(1-2p士J面声勾可12. (3.5) 
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Fig. 1 E-dS宇宙モデル (a(l)ex t213)での構造のフラクタル次元.(a) P(k) ex: 炒という

初期ゆらぎを与えた時.(b) P(k) exがという初期ゆらぎを与えた時．いずれもフラクタル

次元は 0.6-0.65で安定する． この結果はr-.1Iillerand Rouet [22]の解析結果D::::゚ .6に近
い結果を与えている．

The mono-fractal dimension of spacial distribution in E-dS Universe (a(t) ex t213). (a) In 

the case of P(k) ex: 訊 (b)In the c邸 eof P(k) exが.In both of cases, the fractal dimern,ion 
converges to 0.6 -0.65. Our results are close to Miller and Rouet's result [22] (D:::: 〇・6).

D十は実は密度揺らぎの線形成長率になっている．そこで D十を (2.20)に代入する

と，このモデルでの自己相似解が得られる．二点相関関数の空間成分の幕は

(n + l)p 
'Y = 
(n + l)p + h(l -2p + ,/10p2 -4p + 1)' 

となる．また， p→ (X)の極限で

n+l 
ぅ→
(n + 1) + h(-2 +渾）＇

となる．二点相関関数の郡ーァとフラクタル次元 Dの問には，

D=d-1, 

(3.6) 

(3.7) 

(3.8) 

という関係が成り立つので，自己相似解からフラクタル次元を濁出する事も出来る．

(2.20)は初期揺らぎのスペクトルの郡 nに依存する．そこで nを変えて調べてみ

る．特に l¥tlillerand Rouet (22]により， E-dSモデルでホワイトノイズを初期ゆら

ぎとして与えた場合の，長時問の発展が調べられている．彼らの解析によると，モ

ノフラクタル次元は0.6付近に収束する. Fig. 1は我々の数値計算の結果として得
られた，構造のモノフラクタル次元の変化を表している．ここではP(k)oc k0, k1の

二つの場合についての結果を示した．いずれの場合も D~0.6 -0.65に収束する．
ホワイトノイズに対応するのは P(k)oc k0の場合で，我々の計算の方が次元が若干

高めに出るものの，彼らの結果をほぽ再現している．
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Background expansion vs Fractal dimension (P(k)-kり
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y=0.26576+0.25679x R=0.99476 

8

6

4

2

 

0
 

0
 

0
 

0
 

UO!Sll~W!P 

[81:JlUd 

゜0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 1/p (p: expansion index) 

Fig. 2 P(k) ex: 炒という初期ゆらぎを与えた時のモノフラクタル次元．双曲線による
フィッティングが割とあっている．

Mono-fractal dimension of spacial distribution in the case of P(k) ex: k0. The relation 

between fractal dimension and expansion rate is suitable rather well by the fitting by the 

inverse proportion function. 

Blac↓ kground l expansion vs Fractal dimension (P(k)-k) 駈Ic←kgr-ound expansion vs Fractal dimension (P(k)~k2 ) 

y=0.223 I 3+0.27181 x R=0.99353 y=O. I 6273+0.28352x R=0.98751 

0.8 

~ I 0.6 
I 一 0.4 
0.2 

゜1.5 2 2.5 3 

゜
0.5 1.5 2 2.5 3 

1/p (p: expansion index) 1/p (p: expansion index) 

(a) (b) 

Fig. 3 (a) P(k) exがという初期ゆらぎを与えた時のフラクタル次元. (b) P(k) ex炉と

いう初期ゆらぎを与えた時のフラクタル次元．いずれの場合も，双曲線によるフィッティン

グが割とよくあう．

Mono-fractal dimension of spacial distribution. (a) In the case of P(k) exが.(b) In the 
case of P(k) ex k2. Both of the cases, the relation between fractal dimension and expansion 

rate is suitable rather well by the fitting by the inverse proportion function. 

-316 -



Takayuki TATEKAvVA and Kei-ichi MAEDA 

その他の膨張則の場合の結果は， Fig.2, 3 に示した通りである．膨張の幕がp~1/3
であるときは，フラクタル構造が見られなかった.p > 1/3の場合には膨張の郡 p
とフラクタル次元 Dとの関係が

A 
D::: ー+B (A, B = const.), 
p 

でうまくフィッティングでき，特に Aについては

A::: ゚ .27,

となっている．

(3.9) 

次に二点相関関数の自己相似解から得られたフラクタル次元と比較する．二点相
関関数の空問変数の郡 "'Iとフラクタル次元 Dの間には，次の対応関係が成り立つ．

D=d-1. (3.10) 

よって，この 1に自己相似解から得られた額を代入すればよい．

Fig. 4は自己相似解と数値計算の結果を比較したものを示している．まず，解(2.20)
はp=Oで h,nに依らず')'=0になる．つまりフラクタル次元は 1である.pを大
きくすると，徐々にフラクタル次元は下がっていく．ところが数値計算の結果では，

p < 1/3ではフラクタル次元は 1となる．この問題はhを調整しても解決できない．
逆に p が大きしヽ極限で合う h は， h~0.5 である．ここでは h= 0.5, 0.6, 0.7, 0.8で
自己相似解の猫と数値計算のフラクタル次元を比較している．極限で，ある hに合
わせる事が出来るが，同じ h を使うと p~l でもなかなか合わない．少なくとも任
意の pに対して成り立つ共通の hは存在しないようである．これは膨張則が変わる
と固有速度と Hubbleflowとの比 hが変わる事に対応しているのかもしれない．

4 Discussion 

我々は時間の額で背景の膨張を与えた場合の，一次元シート系での構造形成を考え

た．自己相似性を仮定した場合，二点相関関数の自己相似解が任意の郡に対して求
まった．一方で数値計算により，シートの空間分布のフラクタル次元は安定になり，

またその次元と膨張則の揺は非常に単純な式で関係づけられる事が分かった．ただ，

この単純な式が自己相似解と対応しているかという点については，まだうまく説明

できていない．今後，この関係式の起源を考える必要がある．
関係式の起源に迫るものとして Yanoand Gouda [21]の解析の応用が考えられる．
彼らは Davisand Peebles [17]の仮定に加え，固有速度と Hubbleflowとの比の他に
も固有運動の skewnessなどを評価している．彼らの解析では， Padmanabhan[20] 
の解析ではフリーハラメーターとなっていた hに制限が与えられる．この制限を任
意の膨張則の場合についても考えていけば，本研究での自己相似解と数値計算の対
応がうまく説明できる可能性がある．今後，より一般化した自己相似解の解析を行

おうと考えている．また， ?vllllerand Rouet (22]ではE-dS宇宙モデルでのシート
系の解析に，マルチフラクタルの方法を用いている．今回の発表ではモノフラクタ
ル次元しか求めていなかったため，より多くの情報を引き出す事，過去の解析との
比較とのため，マルチフラクタル解析を進めて行く予定である．
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Fig. 4 数値計算から得られたフラクタル次元（点）と二点相関関数の自己相似解から得ら

れたフラクタル次元（線）との比較．固有速度と Hubbleflowとの比を h= 0.5, 0.6, 0.7, 0.8 
として描いている．任意の pに対応する共通の hは存在しないようである.(a) P(k) ex k0 

の場合. (b) P(k) exがの場合. (c) P(k) ex炉の場合．

The comparison of fractal dimension between numerical analysis (dots) and self-similar 

solution (line). In this figure, the ratio between the peculiar velocity and Hubble flow is 

given by h = 0.5, 0.6, 0.7, 0.8. Universal h to adjust to any p does not exist. (a) In the 
case of P(k) ex k0. (b) In the case of P(k) ex炉.(c) In the case of P(k) ex k乞
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ABSTRACT 

A new dynamical solution for a gas sphere under self-gravity is presented to de-
scribe a development of a gas sphere from a motion-less state to a state of expansion 
with a constant speed and a reflection phenomenon in the dynamics of the surface 
of the sphere. 

1 Introduction 

The polytropic model of stellar structure is often introduced in studies of the 
different stages of stellar evolution. The equation governing the static equilibrium 
of a polytropic ga.5 sphere is called the Emden equation, whose solution representing 
the structure of star is known as the Emden solution [l]. Quasi-statical change 
of stellar structure expressed by the Emden solution is believed to describe the 
evolution of star when the Emden solution is dynamically stable. The dynamical 
stability is not guaranteed unless the polytropic index N is less than 3 [2]. A gas 
sphere of N = 3 is borderline to the dynamical stability and is also interesting since 
the polytropic index 3 corresponding to the adiabatic constant , = 4/3. There are 
some interesting stellar gases with , = 4/3, such as a radiation pressure dominant 
gas, an extremely relativistic gas and a gas with degenerate electrons [2]. 
In order to extend the static Emden solution to dynamical states, Munier and Feix 
derived an explicit self-similar solution which describes a decelerating expansion of 
a gas sphere of N = 3 [3]. Recently, another explicit self-similar solution has been 
obtained to describe a non accelerating nor decelerating expansion (or contraction) 
of a gas sphere of N = 3 [3]. 
In this paper,we present a new dynamical solution for a gas sphere of N = 3, 
which is not self similar in general but includes the three known Emden-type solu-
tions described above as special cases. The new dynamical solution describes such 
interesting phenomena as a development of a gas sphere from a motion-less state 
to a state of expansion with a constant speed and a reflection phenomenon in the 
dynamics of the surface of a sphere. 

2 Dynamical solution of gas sphere 

The equations governing the spherically symmetrical flow of a polytropic gas of 
adiabatic index'Y under the influence of its own gravitation are 

-320 -



Souichi Murata 

f!t + ltf!r + P(Ur 十 ~u) = 0, 
u, + 1叫+p"Y-2p,. 十ar= 0, 

2 
び1'1'十一ar= fJ, 
r 

(2.1) 

(2.2) 

(2.3) 

where the pressure P, density r入 radialvelocity u, gravitational potential a and 
radius rare normalized by ?ii, p0, u0 = (1Po/Po)1l2,'Y凡/Po, ro, respectively; G 
is the gravitational constant and P = p'. The acoustic time scale 1・o/uo, where 
ro = 1Po/(4託Gp~), is set to equal to the time scale of free fall (4託Gpo)ー1/2.The 
system of Eqs. (2.1), (2.2) and (2.3) admits a following Lie point symmetry 

V三 (t+ to)幼ー ('Y-2)鳩ー 2幽— ('Y -1)成— 1鱗 (2.4) 

where¢= a1. and t0 is an arbitrary constant. The symmetry (2.4) is derived through 
the standard procedure. Solving the Lie equation associated with the infinitesimal 
generator (2.4), we introduce a new independent variable T defined as 

dt 
dT= 
t + t。
， (2.5) 

and scaled variables 

R(x, T) U(x, T) <I>(x, T) 
p= ll= 
(t + to)2・(t + to)-Yー1' <P = (t + to)-Y' 

where 

r 
; r= — T = log(t + t0). t2ー'Y'

Let us make the following ansatz 

RにT)=加）exp { j (2 -3V)外
U(x, T) =『(T)x,

<P(x, T) =り(y)exp { j (f -2V)外

(2.6) 
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where 

y = ,rexp { j (2--r-V)叶
This ansatz ensures that Eq. (2.1) is satisfied automatically. For "Y = 4/3 , Eqs. 

(2.2) and (2.3) lead to 
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～① n-
y
 

＋
 
y
 

～① 
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(2.10) 

(2.11) 

(2.12) 

where a is an arbitrary constant. Eqs. (2.10) and (2.12) give a modified Emden 
equation for the density profile R(y) 

2 y 
01/Y'十,0Y,+ 03 + 3a = o, 0 = R113, y'= —. (2.13) 
y 汎

According to numerical integration of Eq.(2.13) with the boundary condition 0(0) = 
l, Oy'(0) = 0, the density profile has the first zero at finite y'= z for a0 > -0.00219 
as shown in Figure. 1. The value of z determines the radius of a gas sphere. For 
a = 0, z takes the Emden's static value z = 6.89685. Since the term ay'comes 
from the inertia term and represents acceleration effect for a > 0, we call a as the 
acceleration parameter in this paper. In the acceleration case, the surface of a gas 
sphere feels inward inertia force and shrinks from the Emden's static value. For 
a < 0, the surface feels outward inertia force and expands. At a~-0.00219, z 
diverges to infinity and a localized gas sphere disappears. 
It is e邸yto see that Eq.(2.11) takes the following integrable form 

a 
fu =一J2' 

(2.14) 

where 

f(t) = exp (t UdT). (2.15) 
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Eq. (2.14) can be integrated once and yields 

l a 
-f2 + -= b, 
2 t f (2.16) 

where b is an integration constant. In terms off (t), the solution (2.6) is rewritten 
as 

一r R(y) -
y = -, p =― 'll = f,y, ¢ 

刺：lJ) = . . ・・・・ ・・
J fn+ l'fn'  (2.17) 

~here R(y) is expressed by a localized solution of Eq.(2.13) while Eq.(2.10) gives 
4>(y) in terms of R(y). It is confirmed that the solution (2.17) satisfies the boundary 
condition at the moving 8urface of sphere. vVhile the surface is moving with a 
speed'll =⑱  ftz, the flow speed at the surface is given by the same one, i.e. 
U=畑＝汎ftZ.
When b = 0 and a < 0, Eq.(2.16) yields 

f(t) = (予(t-tn))'1" 
and the solution (2.17) becomes identical with the known self-similar solution [3]. 
In the absence of the inertia term (i.e. a = 0), Eq.(2.13) reduces to the Emden 
equation. For b = 0 and n = 0, .f(t) is constant and Eq.(2.17) gives the static Emden 

solution. For b > 0 and a= 0, Eq.(2.lG) gives .f(t) = Jbt and Eq.(2.17) reproduces 
the expanding Emden solution which is expanding with the constant acoustic speed 
(5]. For the other values of a and b1 a new class of expanding solution with positive 
or negative acceleration is obtained. Since u =⑱  J, z, the acceleration rate of the 
surface is given by Ut = a, 厄z/f汽ofwhich sign is the same as the a's sign. 
To demonstrate the evolution of the solution (2.17) , we consider an initial value 

problem for Eq.(2.16) such that f(t)lt=o = 1 in order that、Ylt=O= r. 
First of all, let us consider the case in which a > 0 and the acceleration rate of the 
surface is radially positive. Since J→ oo as t→ 00, ft→ J面asymptoticallyand 
the surface eventually expands with a constant speed J函.In this case, we can 
take a motionless initial condition so that fdt=O = 0 or ult.=o = 0 by choosing the 
arbitrary (positive) corn;tant b as b = a(> 0). The expansion speed of the surface 
(u =⑱ zft) is depicted for a = b = 0.01 in Fig.2. 
Next, we consider the radially decelerating case (i.e. a < 0), where we take 
ftlt=O > 0 as an initial condition so that the initial velocity of the surface is posi-
tive. Then, the initially expanding surface gradually decelerates due to the negative 
inertia term. In this case, Eq.(2.16) reads 

1 -2 lal 
-j = b+ —. 
2 f f (2.18) 

For b > 0, there are no reflection points and the expanding speed of the surface 
decreases to a constant speed , that is, 

lim fi = J<函， limfi,. = 0. 
I、一00 t→ OO 

(2.19) 
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Fig. 2—Expansion velocity of the surface for a=b=0.01. 

We illustrate the velocity of the surface for a = -0.002 and b = 0.001 in Fig. 3. 
When b < 0, a reflection point appears at f = a/b. The deceleration of the surface 
stops at the reflection point and then the gas sphere began to shrinks. The reflection 
time tr is given as When a< 0 and b < 0, the equation (2.16) yields 

む=1/(2戸〗-bFib arctanげ口
In this reflection case, the velocity of the surface is depicted for a = -0.002 and 

b= —0.001 in Fig.4, where tr = 57.485. 

3 summary 

We present a new dynamical solution for a gas sphere under self-gravity, which not 
only unifies the three Emden-type solutions for the polytropic index N = 3 but also 
describes the following interesting phenomena. 
For positive values of acceleration parameter a, the radius of the gas sphere decreases 
from the Emden's radius due to inward inertia force, while the gas sphere expands 
for the negative a and the distinct surface disappears when a< -0.00219. The new 
solution also describes acceleration of the surface of a gas sphere from a motion-less 
state to a state of expansion with a constant speed for the positive a and a reflection 
phenomenon in the dynamics of the surface of a sphere for the negative a. 
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and the alignment of periastron 

in 55 Cancri planetary system 

中井宏、木下宙（国立天文台）、
.Jianghui .Ji (Purple Mountain Observatory) 
H. Nakai1, H. Kinoshita1 and J . .Ji2 
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ABSTRACT 

We investigate the stability of the GG Cancri planetary system using the semi-
analytical secular perturbation theory and the numerical integration. ¥1/e find two 
sets of the solution that the c―:ritical argument (02 =ふー3ふ+2!:iフ2)and the relative 
apsidal longitude (△ W=w1 —巧） of inner two planets librate, whereふandふare
the mean longitudes of plaw、ts1 and 2, reHpectivcly, and回西 arethe periastron 
longitudes of planets 1 and 2. One set is約：：： 80°and△ w ::: 240°: and the other set 
is約：：： 280°and△ w ::: 120°. From the simulations for initial values of two sets and 
values close to them, the planetary systems are permanently stable with 3:1 mean 
motion resonance and apsidal resonance. The simulations, however, with another 
initial values show that恥(:3:1 mean motion resonance) and年 (apsidalresonance) 
interchange circulations with lihrations irregularly, then in many ca.5es, the systems 
become unstable. 

1 はじめに

太陽系外惑星は今までに 100個以上発見されており、その中には複数の惑星が相互
作用している系が10個以上知られている。それら大部分の惑星系は大惑星が接近し
ている惑星相互作用の大きな系であって、そのような系では惑星問の共嗚関係が系

の安定性に重要な働きをしている。

かに座55惑星系は中心星が太陽質枇の 1.03倍、 3惑星1の質龍が内側から木星質盤
の0.83倍、 0.2倍、 3.69倍の惑星系で、内側2惑星は3:1平均運動共嗚の関係にあり、
同時に2惑星の近星点が連動している系である。 100万年問の数値租分の結果、 3種
類の臨界引数(01=ふー3ふ+2w1,B2 =ふー3ふ+2w2. 0a =入1-3ふ+w1十w2)
と近星点経度差（△W=  Wt―w2)の平均値はそれぞれ01= 216.5°'約=86.4°,03=
331.5°, △ w = 245.1° となってしヽて、一般的な値oo、または 180° とは異なる特殊な
値になっている。また、これらの値の間には01=約 +2△w, 03 = 02 +△口の関係
がある。但し、記号入は平均経度、ァは近星点経度、添え字 1,2は惑星を表す。こ
こでは、かに座55惑星系における 02と△口の関係を明らかにする，）

14番目の惑星（質飛下限値は木兄質lit<J)0.045倍、軌道長半径は0.038AU)が発見されている 3
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2 半解析的永年摂動論

Ji(2003)達によると、かに座55惑星系の最外側惑星の摂動は内側2惑星の運動に殆
ど影響を与えないので、ここでは内側2惑星だけの運動を考える。
ヤコビ座標でのハミルトニアンは

F=-
1 .*2 1 .*2 Gmo叩 Gm岬 2 Grri1m2 
a1r1 + -a2r2 - - -
2 2 ro1 ro2 r12' 

{2.1) 

となる。ここで 0'1=加而i/(mo+叫），a2= m2(mo + m1)/(mo +叫 +m2),Gは
重力定数、 mo,mi, m2はそれぞれ中心天体と惑星 1,2の質籠とする。また、 r01,ro2 
は中心天体と惑星1,2の距離、 r12は惑星lと惑星2の距離、 riはヤコビ座標での中
心天体からの惑星1の位置 (ri= r01)で、 r2は中心天体と惑星1で決まる重心から
の惑星2の位置とする。
ハミルトニアンをケプラー運動部分と摂動部分に分ける。この場合 A)、B)2種
類の選び方がある。

A) 

B) 

1 
F0 = -u1r1 -

.• 2 Gm岬 1 1 .• 2 Gm岬 2
＋ーu2r2-

2 ri 2 r2' 
1 1 1 

凡 =Gm岬2巳— -)-Gm呵—,
r2 ro2 r12 

1 
Fo = -u1rt2 -Gmo叫 1 .*2 G(mo +四）m2 
2 ri 

＋ーu2r2―
2 巧
1 m。 1 1 

凡=G(mo + m1回(-- • ―) -Gm1匹一・
r2 mo + m1 ro2 r12 

(2.2) 

(2.3) 

(2.4) 

(2.5) 

この場合の μ1,μ2、全角運動蘊(0)、摂動関数(R)は
A) 

μIA= G(mo + m1), μ2A = Gmo(mo +叫＋四）/(mo+ m1), (2.6) 

釦＝叫G(mo+m⑯ (1-en+吋Gm。叫＋叫+m沿(1-e~), (2.7) 
叫 +m1

1 1 1 
船 =Gm1叫后―Gm。四（月―冨）， (2.8) 

B) 

μ1B = G(mo + rn1), μ2B = G(mo +叫＋四）， (2.9) 

釦=a1 /a(叫＋四）叫1-er)+叫G(rrio+叫 +mふ (1-e各）， (2.10)
1 1 m,。 1

RB=Gm凸―-G(mo + rn1回(-- • 一）， (2.11)
r12 r2 mo + m1 ro2 

となる。かに座55惑星系では両者の差は小さいので、ここでは A)の定義を用いた。
式(8)のr12,ro2は次の式によりヤコビ座標系の軌道要素で求められる。
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rむ＝ポ+(m,o)2、r;2_ 2 rno r団cosSべ
叫 +m1 叫＋叫

r盆=r;2 + (m1)勺・;2+ 2'Tn1 r因cosSベ
mo+ m,1 叫 +m、1

cos S* = cos(f「＋な7;)cos(J; + r:v;) + cos J* sin(f「＋な7nsin(J; + r:v;), 
J* 

= cos(J; -J; +可—ぢ）ー 2sin2万sin(f「＋可）sin(J; +弓），

J;,fふ可，巧はそれぞれ各惑星のヤコピ座標の真近点離角と近星点経度、 J*は惑
星相互の軌道傾斜角、 S*は中心天体と惑星lで決まる重心から見た惑星1,2の問の
角である。

ここで惑星 1, 2は同一平面内を運動すると仮定すると、

cos S* = cos(J{ -J; +な1ーな7;)

となる。また

＊＊・＊＊u -e sm u = l ， 

ド＝が(1-c* cos u*), 

tan f =士ごtan撃，

(2.12) 
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の関係から摂動関数Rはヤコピ座標での軌道要素mぃn1,m2, aj, a2, ej, e2, lj, l2, △ -r:;:;* 
の関数となる。

2.01)平均運動共嗚（臨界引数と軌道長半径の関係）
吉川(1990)の方法を用いて臨界引数と軌道長半径の関係を求める。 ei,e2, △ -r:;:;*を一
定とし、平均近点離角は臨界引数や近星点経度差の変動周期に比べて短周期である

ので、 3:1平均運動共鳴の関係(0;=入i-3入；+ 2-r:;:;2 : 約はパラメータ）を保ちなが
ら平均操作により li'l2を消去する。この操作により aj,a2は一定となり、摂動関数
Rは自由度lとなるので、等エネルギー曲線からがと臨界引数0;の関係が求まる。
2.02)近星点経度の運動（近星点経度と離心率の関係）
2.01と同様に全角運動菌 (8)、臨界引数 (02)を一定とし、近星点経度差（△-r:;:;*) 
の周期に比べて短周期である lj,l2を平均操作により消去する。この場合も 02= 
入;-3入；+2-r:;:;2を一定とし 3:1平均運動共嗚の関係を保ちながら平均操作を行う。

2.1 臨界引数（約）の秤動

摂動天体の平均運動と近星点経度の時問変化は数値積分の結果から求めたn1= 0.4481 
rad/day, w =ー2.340°/ yearを用いる。 aぃC□ 2, △口を一定とし、一組の (a公的）を
決め、短周期成分である l1,l2についてl2= (Liー約＋△-r:;:;)/3の関係を保ちながら数
値的に平均操作を行いl1,l2を消去する。この操作を (a2,約）を変化させながら繰り
返せば摂動関数の等エネルギー曲線が求まる。この図から軌道長半径と臨界引数の関

係が求まる（図2a)。図2aの軌道要素はa1= 0.115, e1 = 0.15, c2 = 0.3, △の=240°、
中心星、惑星の質抵はそれぞれ1.031¥1;。,0.83.NIJ, 0.20NIJとしている。このときの約
の秤動中心は約 80° に現われ、惑星2の軌道長半径は約0.24AUとなっている。図
中の黒丸は数値積分の結果（初期値は表 1)で積分期間は 100年である。短周期変
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動のため点は大きく変動している。釘：約の関係は a2を固定し a1をパラメータと
して同様な操作を行う。かに座55惑星系の場合、約の秤動中心は 86° で解析理論と
数値積分の結果は良く一致している。
あの秤動中心は離心率(e)と近星点経度差（△ro)に依存する。 e2と△口を変化さ
せながら約の秤動中心を求めたものが図2bである。図は△口を〇°から 180° まで
60° おきに、離心率は0.1,0.2, 0.3と変化させて描いている。△のが180°,-...,,360° の
結果は△の=180° に対して対称である。 e2が小さい場合02の秤動中心は 1箇所で
あるが、 e2が大きくなるとあの変化に対する摂動関数の等高線はなだらかになり、
より大きな eでは秤動中心は分離して 2箇所になる。このように臨界引数の秤動中
心が分離し、 ooや 180° と異なる値になる例は摂動天体が内側で 1:1,2:1, 3:1,・ ・ ・ 平
均運動共鳴の場合に起こる。

2.2 近星点経度差（△口）の秤動

式 (8)または (11)でe,約を一定とし、 3:1平均運動共鳴の関係を保ちながら平均
操作により l1,l2を消去すると、 a1'a2は一定となり摂動関数はe1'e2,△てだけの関
数となる。惑星系の全角運動菌は保存されるので式(7)か(10)から e1またはe2の
片方を消去することができ、 e1またはe2と△ゥの関係を求めることができる。図
3aはかに座55惑星系の内側 2惑星の近星点経度差と惑星 1,2の離心率の関係を表
す等エネルギー曲線である。初期の軌道要素は a.1= 0.l15AU, a2 = 0.24AU, e1 = 
0.03, e2 = 0.41, 0 = 78° としている。かに座55惑星系内側2惑星の全角運動量は初
期のa1,a2,eげ 2,mo, m1, m2から求める。図中黒丸は表1の値を初期値とした数値
積分の結果である。かに座55惑星系では、△口の秤動中心は240°付近に現われる。
この秤動中心の値は離心率と臨界引数に依存する。離心率と臨界引数を変化させ

たときの惑星1の等エネルギー曲線の変化を図3bに示す。△口の秤動中心の変化は
約が180° に対して、対称となるので図3bには約がooから 180°間での様子を示し
ている。約=ooの場合、中心星に対して惑星1と惑星2が同じ方向になるのは惑星
2の近星点となるので、 e2が大きくなると 2惑星が大接近する可能性があり等エネ
ルギー曲線が乱れている。

2.3 平均運動共鳴と近星点の連動

図4は図2b、図3bをまとめた図である。黒丸実線は a1= 0.115, a2 = 0.240, 釘＝
0.15, e2 = 0.3の場合の△のに対する 0の秤動中心の変化を示している。同様に、
約に対する△口の秤動中心を求めた結果が＋印破線である。△ro (X軸）が増加す
ればあの秤動中心は約300°から 60° まで減少する。一方、あ(Y軸）がooから 360°
に増加すれば△口は破線で示すように 360°からooまで減少する。
図から約が秤動し (3:1平均運動共嗚であり）、近星点経度差（△口）も秤動する
点は実線と破線の交点となり 3箇所ある。位置を（△口，約）で表すと 3点はそれぞ
れ (120°'280°)'(180°'180°)'(240°'80°)付近となる。図 2aから分かるよう
に(120°'280°),(240°'80°)の2点のポテンシャルは極小で安定点であるが、残りの
(180°, 180°)点は鞍部であって安定点ではない。安定点(120°'280°)と(240°,80°)は
点(180°,180°)に対して点対称となっている。
かに座55惑星系における惑星の配置は（△w, 約）が(245.1゚，86.4°)になるような配
置で、理論から求まった (240°,80°)に近い値となっている。実際この系はあが秤動
(3:1平均運動共嗚）し、△口も秤動する安定な系である。
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3 数値積分

表lにFischeret al. (2003)が決定し、 Jiet al.(2003)が用いたかに座55惑星系の軌
道要素を示す。また図1にはその軌道要素を初期値とした 1000年問と 100万年問の
数値積分の結果(01,02, (}:3, △ w)を示す。
数値積分の初期値は殆どの場合表］の値を使用したが、軌道傾斜角がoo以外の
場合や約，△アによる惑星系の安定性を調べる場合は必要に応じて軌道要素を変更

している。数値積分法は可変きざみの外挿法を用いた。かに座55惑星系（表 lの

軌道要素）は 1000万年以上内側 2惑星は 3:1平均運動共鳴にあり 02,△口の秤動
が維持されていて安定である。図 4の実線と破線の交点のうち安定点である 2点
(120°, 280°), (240°, 80°)を初期値とした軌道も 1000万年問安定である。しかし、惑
星配置を残りの交点 (180°'180°)に選んだ初期値では、この点は鞍点であるために、
軌道は約，△てが回転（一時期秤動）していて約60万年後に不安定になる。

3.1 02の変化と軌道の安定性

図4で△w = 120° が一定の点(120°,約）で約を 30° おきに変化し、系の安定性を調
べた結果が図5である。縦軸は軌道が不安定になるまでの時間を対数で表している。

図中〇印は積分期間 (1000万年）軌道は安定で約，△のが安定的に秤動している軌
道を表す（安定軌道）。△印は積分期問中不安定にはならないが02,△口が秤動と回
転を不規則に繰り返している軌道で、約が秤動している期問は△口も秤動し、約が
回転している期間は△ァも回転している（準安定軌道）。 x印は積分期間内に軌道が
不安定になる場合で、 02,△ァ共に回転していて秤動する期間がないか、あっても短
期間で秤動が崩れる軌道である（不安定軌道）。準安定軌道と不安定軌道の明確な差

は分かっていないが、準安定軌道の約，△口の変動幅に比べ不安定軌道の変動幅は

大きくなっている。△w = 120° では、安定軌道は (120°'280°)付近、準安定軌道は
(120°, 80°)付近で、それ以外は不安定軌道になっている。図4に示された安定点の
もう一方の点を含む△w = 240° では、 (240°,80°)付近が安定軌道、 (240°'280°)付
近が準安定軌道で、それ以外の軌道は不安定軌道となっている。

安定、準安定、不安定軌道の特徴的な例を図6a,6b,6cに示す。図は上から 1000万
年間の約，△のの時問変化と△w: 02の関係を示している。安定軌道（図6a)は△ro,02 
がそれぞれ120°,280° の回りを秤動しているために△の： 02のグラフは (120°'280°)
付近に集中している。

Elements Planet 1 Planet 2 Planet 3 

Ivlass x sin i (!vl,1) 0.83 0.20 3.69 
Period (days) 14.65 44.27 4780 
Semi-major axis (AU) 0.115 0.241 5.461 
Eccentricity 0.03 0.41 0.28 
Argument of periastron (deg.) 90.25 46.39 218.91 
Longitude of node (deg.) 138.56 306.24 227.48 
l¥tlean anomaly (deg.) 296.98 159.53 345.58 

Table 1 - Orbital Elements of the 55 Cnc Planetary System 
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準安定軌道（図6b)は△口，約が秤動と回転を繰り返しているが回転している期
問でも大部分図4の実線と破線に沿って△w, 約の関係を保ちながら回転している。
一部分△匂によるあの変化が△つ=180° に対して対称の位置に近い変化となって
いる。図6cは不安定軌道の例である。安定軌道、準安定軌道、不安定軌道を比較す
ると、△匂=80° 付近でのあの振幅が安定軌道では小さく、不安定軌道では大きく
なっている。

4 結論

解析的永年摂動論によると臨界引数の秤動中心は離心率、近星点経度差に依存する。

同様に近星点経度差の秤動中心は離心率、臨界引数に依存する。この理論によると

（△口も）が(120°,280°), (240°, 80°)付近では約，△口が共に秤動する安定な軌道領域
が存在する。かに座55惑星系の惑星配置（△w, 約）は(245.1°'86.4°)で解析的永年摂
動論の安定点付近になるような惑星配懺である。この場合的(3:1平均運動共鳴）と
△r;:;か両方共に秤動して惑星系は安定である。準安定軌道は (120°,80°)、(240°'280°)
の惑星配慨で、これは安定点に対して 0= 180° の対称の位置になっている。この
配置では積分期問(1000万年）問内で軌道は不安定になっていないが△の，約は回転
と秤動を不規則に繰り返している。 02,△口の変化範囲は図4の実線と破線の領域か
△ r;:; = 180° に対して対称になる領域になっている。秤動中心からの変動幅が小さい
ときは安定軌道、大きくなって回転と秤動の境界付近の軌道が準安定軌道、それ以

上変動幅が大きいと不安定軌道になるが、安定軌道、準安定軌道、不安定軌道の正

確な境界条件については今後の課題である。

5 終わりに

複数の惑星が存在する太陽系外惑星系が数多く発見されている。それらの系は離心

率が比較的大きな系で、これらの系が長期間安定であるためには、惑星相互の大接

近を回避する種々の安定化機構が働くことが必要である。今回明らかになった臨界

引数と近星点経度差の関係が他の系外惑星系にも応用できるかどうかは今後の研究
課題である。また、系を安定にするそのほかの機構についても調べる必要がある。
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複数地点の日食観測から求めた

△Tおよび月運動の潮汐項
△ T and the Tidal Acceleration of the Lunar 

Motion from Eclipses Observed at Plural Sites 

Kiyotaka Tanikawa and Mitsuru Soma 

National Astronomical Observatory of Jap叩， Mifoka,Tokyo 181-8588, Japan 

ABSTRACT 

The eclipse on BC 188 Jul 17 was observed and recorded both at Changan (China) 
and Rome (Italy). The eclipse on AD 873 .Jul 28 was observed and recorded both 
at Nishapur(Iran) and Kyoto(Japan). The eclipse was annular at Nishapur. These 
plural records of deep eclipses are rare in the history and useful for the determination 
of the clock correction△ T and the lunar tidal acceleration ii. We try to determine 
as precisely as possible the range of two parameters. If we fix the tidal acceleration 
toー26."0/cy汽weget, as a best estimate, 12581 <△ T < 127 41 from the BC 188 
eclipse and contemporary eclipses, and 3327 <△ T < 3498 from the AD 873 eclipse 
and contemporary eclipses. 
紀元前188年7月17日の日食は長安（中国）とローマ（イタリア）で観測され記録
された．紀元873年7月28日の日食はニシャプール（イラン）と京都（日本）で観測
され記録されたこの日食はニシャプールでは金環であった。このような深い日食

の複数記録は歴史上まれであり，また時計補正△Tや月潮汐加速れを決めるのに有
用である．ここでは，できる限り精密にこの2つのパラメータの範囲を決めるつも
りである．潮汐加速を—25".83/cy2 と決めると，最良の見積もりとして，紀元前 188
年の日食およびそれと同時代の日食から 12581秒＜△T < 12741秒が得られ，紀元
873年の日食および同時代の日食から 3327秒＜△T < 3498秒が得られた．

1 Introduction 

最近の仕事([Tanikawa& Soma(2002)], [Tanikawa & Soma(2004))], [Soma et al. (2004)], 
[Kawabata et al. (2004)])により，ほぽ同時代の食や掩蔽などの天文観測が，時計補
正△T=TT-UTと月運動の潮汐加速の同時決定にきわめて有用であることがわ
かった．同時決定法は文献[Kawabataet al. (2004)]に記述した△Tの長期変動の
予備的結果は (Somaet al. (2004)]に与えた手法の有用性は時間差が小さいほど，
観測地の距離が大きいほど，そして食が深いほど増加する．

本報告では，われわれの手法を紀元前188年7月17日と紀元873年7月28日の2
つの日食に適用する．どちらの日食も数千km離れた複数の場所で観測された．前者
は長安とローマで観測され，後者は京都とニシャプール(Nishapur,Iran)で観測され
た．紀元前188年7月17日の日食の場合，ほかに同時代の食が紀元前198年8月7
日と紀元前181年3月4日にあり，漢書に記録されている．どちらも長安で観測され
たものである.3つの時問差はたったの17年であるので，われわれの手法から，パラ
メータ範囲が狭く得られることが期待できる．紀元前188年7月17日の日食に関し
ては矛盾する記録が中国にあるが，その矛盾を解いたすなわち，帝紀では皆既と書
き，五行志ではほぽ皆既というわれわれの解析によると，日食は長安でほぽ皆既で
あった．そこで，＇ほぽ皆既’とは食分としてどの範囲を言うかについて解析した．今
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回の解析結果は， [Somact al. (2004)]の結果の改良になっている．その論文では紀元
前188年7月17日の日食は単独で解析した

紀元873年7月28日の日食の場合．ほぽ同時代のものとして，紀元822年4月25
日の日食が似唐書と新唐書に記録され，紀元975年8月10日の日食が日本紀略やほ
かの日本の書物に記録されている．とはいえ，最終的には紀元822年4月25日と紀
元873年7月28日の日食のみハラメータの決定に使ったので，時間差は51年までに
縮まる．紀元822年4月25日の日食に関する似唐書の記録には，余分な記述がある．
すなわち，「不盛者四之ー，燕趙見之，既」，つまり，「4分の1が欠けずに残った．燕
や趙では皆既であった」とある．この記述を独立な記録として扱ってパラメータ決

定に利用する．これをするにあたって， 「不盛者四之ー」の意味に関してある解釈を
提案する．

中国のデータに関しては，四庫全書 [SikuQuanshu(1999))の電子版を使って探索
し，データは中華書局出版の漢書および似唐書と新唐書から取った日本のデータは
(Kanda(1935)]から取った．本報告では，月太陽の暦はJPLのDE406((Standish (1998))) 
から取り，地球の歳差や恒星時に関しては， (Williams(1994)]の公式を使用した
section△Tと潮汐加速の決定

1.1 紀元前188年7月17日の日食

紀元前188年7月17日の日食（オッポルツア一番号2425)は長安とローマで観測さ
れた．観測地の地理学位置は表に記載した中国の記録は天文学者によって害かれ
た公式のものであり，一方ローマの記録は重要な政治的事件に付随する記述として，

天文学者ではない人物によって書かれたこの日食に加えて，ほぽ同時代の2つの日
食を解析してパラメータ決定の信頼性を上げるつもりである．これらは紀元前 198
年8月7日と紀元前181年3月4日の日食である．どちらも漢書に記録があり，皆既
と記されている．観測は長安で行なわれたとみなす．以上3つの日食においては△T
とれが共通であったと仮定する．

記録が何と言っているかさっそく見てみよう．紀元前188年7月17日の日食に関
する漢書の記述は以下のとおりである．

(la)漢書巻二（恵帝七年）夏五月丁卯(4)", 日有蝕之．既．（師古b 曰「既，、1i~森也」）

a数字は甲子Plから始まる干支の通符番号．
憧師古 (581-645)はJ』王朝初期(/)片述家．

(lb)漢書巻二十七下之下五行志第七下之下
（恵帝七年）五月丁卯，先晦一日，日有食之，幾盛，在七星初．

帝紀の記述と五行志の記述が異なっている．帝紀では’既＇とあり，五行志では＇幾
盛＇とある．当面，食分に関しては結論を出さずにこのままにしておく．

次に，紀元前188年7月17日の日食に関するローマの記録が言うところに耳を傾
けようこれはStephenson(1997, p.367)に引用されている．それを再現すると，

(le) Then, when Marcus Valerius Messala and Gains Livius Salinator had been 
inaugurated a.<; consuls on the Ides of 1vlarch, they consulted the senate…Before the 
new magistrates (i.e. the consuls) departed for their provinces, a three-day period 
of prayer was proclaimed in the name of the College of Decemvirs at all the street 
corner shrines because in the daytime, between about the third and fourth hours, 
darkness had covered everything (tenebrae obortae fuerant). 
その後マークスバレリウスメッサラとガイウスリピウスサリナトールは三月

のイデスにコンスルとして就任するとき，元老院に意見を求めた…新しい執政官（す
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188 BC 7 17 TT -UT= 12600.0 sec 

Corr. to tidal tam 0.00• cy•t-21 

Figure 1.1: 紀元前188年7月17日の日食の皆既日食帯.x印は長安とローマを示す．

なわちコンスル）が自分達の属州に帰る前に，祈りのための3日間が，すべての街角
の神社において 10大官collegeの名で宣言されたなぜなら，昼間，第三時と第四時
の間に，すべてが暗闇に包まれたからである (tenebraeobortae fuerant). 

[Livy, XXXVIII 36,4; trans. 
Sage(1936, vol.XI, pp. 117-119).] 

Stephensonが彼の本(1997)で言うには， 「紀元前 188年の食がローマにおける昼
の問の暗闇の原因であろうが，状況はあまりにも曖昧で，この記録から△Tの範囲を
出すことを保証してはくれない」われわれは，この日食から意味のあるパラメータ値

を引き出したいそこで，図 lには，△T = 12600秒，れ＝ー25".83/c炉を仮定したと
きの回帰帯と部分食帯の位置を図示した.2つのX印はローマと長安の位置を示す．
この図は予備的なものである．なぜなら，ここで採用したパラメータ値が予備的だか

らである．しかし，ローマと長安での深い食の間に強い相関があることが見てとれ

る．経度差を考慮すると，ローマでは食が朝に観測され，長安では食が午後に観測さ

れたことは明らかである．また，両観測地で皆既であることが不可能であることも明

らかである．加えて，△T > 16000秒とすると，ローマでは最大食は日の出前になる．

次のデータは紀元前198年8月7日（オッポルツア一番号2402)の日食の漢書の記
録である．観測地は長安であると考えられる．帝紀によると食は皆既でない．五行志

では皆既である．（古代中国では，金環食は「既」と記録されたことを注意しておく．）
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Table 24: 観測地の経緯度

City longitude latitude 

゜ ゜
ChaRnoμ;man e 長安 108.9 34.3 

12.2 41.8 
恥 ijing 北京 116.4 39.9 

ShijNiaizshhuaan ng 石家荘 114.5 38.l 
pur 58.8 36.2 
Kyoto 京都 135.8 35.0 

Table 25: 紀元前 188年7月17I」の日食の場合の，潮汐加速の関数としての△Tの範圃．
△,h 紀元前 188年7月17日 紀元前188年 7月17日

長安 ローマ
秒 秒

11181 --11486 12136 -12419 
12461 -12768 12361 -12660 
13735 --14044 12581 -12898 
15004 -15316 12795 --13131 
16268 -16584 12997 -13356 
17530 ... 17849 13185 -13570 
18788 -19111 13351 -13769 
20045 -20373 13488 -13945 
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(2a)漢書巻ー下（高帝九年）夏六月乙未晦 [32],日有食之．

{2b)漢書巻二十七下之下五行志第七下之下

（高帝九年）六月乙未晦 [32],日有食之，既，在張十三度．

以下に続くのは，紀元前 181年3月4日（オッポルツア一番号2441)の亀これも漢

書の日食記録である．観測は長安で行なわれたと考える．帝紀にも五行志にも食は

皆既と記されている．

(3a)漢書巻三（高后七年）正月己丑晦 [26],日有蝕之，既．

{3b)漢書巻二十七下之下五行志第七下之下

（高后七年）正月己丑晦 [26],日有食之，既，在営室九度．

上記4つの食データを使って紀元前188年あたりのパラメータ△Tとhを見積もる

ことにしよう表2は，潮汐加速の関数としての△Tの範囲を，紀元前 188年7月17

日日食に対して示したものである．ただし，各観測地で食は皆既であったとした．第

一欄は，潮汐加速ii=-25".8~3/c炉への補正△れを示す（以後は，△itを単に潮汐加速
への補正とよぶことにする）．だから，たとえば｀△i,, = +2".0/c炉はit,=-23".83/cy2 

のことである．この約束は以ドでずっと用いる．この値ii= -25".83/c笠はDE406
に固有のものであり，最近の月レーザー測距 {LLR,Lunar La.-;er Ranging)観測と合

う値である ([Chaprontet al.(2003)]). 第二欄と第三欄は，同じ日食を長安とローマ
で観測したときに食が皆既になるための△Tの範囲である．同様に表3で，第一欄は
潮汐加速への補正，第二欄と第三欄は紀元前 198年8月7日日食からの△Tの範囲

であり，第四欄は紀元前181年3月4日の日食からの△Tの範囲である．紀元前 198

年8月7日の日食は長安で金環であった．表3で， (T)は皆既， (A)は金環を表す．
図2には表2と3の条件を図示した仮定したのは，紀元前 198年と紀元前 181年
の間に△Tも潮汐加速も変化しないことである最初に気づくのは，日食のぜんぶ
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Table 26: 紀元前188年7月17日の日食と紀元前181年3月4日日食の場合の，潮汐加速の

関数としての△Tの範囲．
△れ 紀元前 198年8月7日

長安(A)

秒＂ 

084~o 

6
8
2
6
 

000~~ 

互
団
翌
翌
盟
団
弐
立
ヰ
孟

7238 -8840 
6798 -9743 
6575 -10430 
6232 -13090 
6231 -13787 

6236 -9597 9967 -14014 
6253 -8780 11246 -14461 
6278 -8504 11983 -14900 
6310 -8341 12607 -15331 
6551 -8097 15162 -17414 
6878 -8210 17361 -19412 
7258 -8468 19417 -21359 
7673 -8808 21393 -23274 

紀元前181年3月4日
長安(T)

秒

11201 -12096 

11517 -12426 
11816 -12741 

12094 -13039 
12349 -13317 
12576 -13571 
12771 -13798 
12927 -13993 

が皆既または金環ではあり得ないことである．というのは，（△ii, △ T)面で， 4本の皆
既帯の共通部分は空だからである．紀元前188年の日食は，漢書の帝紀では皆既とさ

れているが，五行志では，ほぽ皆既（幾盛）と書かれている．後者が真実を述べてい
ると取るのがもっともらしいなぜなら，皆既は決してほぽ皆既とは書かれないであ

ろうからである．紀元前181年の長安の日食が皆既と解釈できるのは，帝紀にも五行

志にも皆既と書いてあるからである．この解釈の正しさは，紀元前 188年7月17日
の日食のローマでの観測により強められる事実，ローマでの日食が皆既なら，紀元
前 181年の長安での日食はほぽ自動的に皆既になる．というのは，（△れ，△T)面の後

者の日食の皆既食帯は前者の皆既食帯を含んでしまうからである（図2).紀元前198
年の日食の漢書の2つの記録は完全には一致しない．五行志の記述の方が詳しい．こ
の日食が長安で金環であったと考えたい．その理由は，それ以外の場合には，図2の
1 点鎖線の左右の外側で観測したことになり，潮汐加速の値が—25".83/c炉から大き
くずれてしまうからである．（図2を見よ）．
上記考察から導かれる結論を，紀元前198年と紀元前181年の日食は少くとも，長
安においてそれぞれ金環および皆既であり，加えて，紀元前188年のローマの日食は
皆既である，としたい．長安において紀元前198年日食が金環で，紀元前181年日食
が皆既である条件から，△Tの範囲

11654 sec <△Tく 13092sec 

を得る．れの範囲はー28".23/c炉＜れ＜ー24".73 / cy2である．これに，紀元前188年
日食がローマで皆既であったとする条件を加えると，

12535 sec <△ T < 13092 sec. 

(1) 

(2) 

を得る．こうして，△T の範囲は狭くなる．公式には，潮汐加速の範囲は—28".23 / cy2 
とー25".43/c炉の問にある．この項をー25".83/c炉に決めれば，△Tの範囲は，ロー
マの記録を含めなければ

11816 sec <△ T < 12741 sec, (3) 
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Figure 1.2: 3つのほぽ同時代H食，紀元前198年8月7日，紀元前188年7月17日， andBC 
181 Mar 4の4個の観測の（△九△T)面の皆既または金環領域

となり，ローマの記録を考慮すれば

] 2581 sec <△ T < 12741 sec, (4) 

となる．

最後に，紀元前 188年7月17日の日食の’幾悩＇の食分の大きさを見積もろう．潮
汐加速がー25".49 / cy2であって，△T = 12689秒のときに最大食分0.947が紀元前
188 年 7 月 17 日世界時 07:48.6 に達成される．潮汐加速が—21".97 / cy2であって，
△ T = 12810秒のとき，最小食分0.857が紀元前188年7月17日世界時08:08.0に達
成されるもっとも確からししヽ値は，潮汐加速として―25".83/cy生また△T = 12661 
を採用したときに得られる．そのときの食分は紀元前188年7月17日世界時07:52.2
の0.932である．だから，いまの場合，食がほぽ皆既と言われるのは，食分が0.93以
上のときであろう

1.2 紀元873年の日食

紀元873年7月28日の日食は，オッポルツア一番号4955であって，イランの北の都
市ニシャプールと日本の京都で観測された．観測値の経緯度は表lに記載した．この
日食についての日本のデータは三代宵録や日本紀略に記載されている．前者による
と以下のとおりである．

(4a)秋七月癸亥朔，日蝕無光，hiり戻如月初生，自午至未乃復

一般的な注釈を述べるなら、この時期の日本の歴史書は多数の食を記載しているけ
れども，ほとんどが予想されたものである記録は簡単に「日蝕」とか「日有蝕之」
と書かれているだから，ほとんどすべての記録は，△Tの決定には使えない．だが，
数少いけれども例外がある．紀元873年7月28日の日食記録がこれである．上のよ
うな補足的な記述がある．この記録が観測記録であると信じられるのはこのためで
ある．
紀元873年7月28日の同じ日食をニシャプールで観測した記録がある．これは
Stephenson(1997, p.467)から取ってきた記録が言うには，
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(4b) AD 873 Jul 28 [Tuesday] (annular: mag.= 0.94 Nishapur) 
This solar eclipse was observed by Abu al-'Abbas al-Iranshahri at Nishapur early 
in the morning on Tuesday the 29th of the month of Ramadan in the year 259 of 
al-Hijrah…(date on Persian calendar)…He mentioned that the lvloon's body (i.e. 
disk) wa.':i in the middle of the Sun's body. The light from the remaining uneclipsed 
portion of the Sun surrounded it (i.e. the :rvioon). It was clear from this that the 
Sun's diameter exceeded in view that of the lVIoon. 
この日食はアブアルアッバースアルイランシャーリによってニシャプールにおい

て（ペルシア暦）ヒジラ紀元259年のラマダン月 29日水曜日朝に観測された…彼が
言うには，月本体は太陽の中に入った食されずに残った部分は（月を）囲んだ．こ
れから明らかなように，太陽の直径は月の直径より大きい．

[(al-Qan-un al-Mas'-udi); trans Said and Stephenson(l 997).j 

記録によると，食は明らかに金環である．

上記2つの記録の信頼性を上げるために， 2つの食記録を加えよう．それは，紀元
822年4月25日の日食，オッポルツア一番号4841で長安で観測されたもの，そして
紀元975年8月10日の日食，オッポルツア一番号5184で京都で観測されたものであ
り，ともに皆既と記録されている．

紀元822年4月25日日食の記録は

(5a)慾唐書巻三十六志第十六天文下

（穆宗長艇二年）四月辛酉朔，日有蝕之．在胃十二度，不悩者四之ー，燕趙見之，既

(5b)新唐書巻八（穆宗長慶二年）四月辛酉朔，日有食之．

(5c)新唐害巻三十二（穆宗長慶二年）四月辛酉朔，日有食之，在胃十三度

燕趙での観測の代表地として，燕の場合は北京，趙の場合は石家荘を採用する．経
緯度は表lに記載した．

京都で観測された紀元975年8月10日の日食の記録は次のとおりである．

(6)日本紀略天延三年七月一日辛未[8],日有蝕，十五分之十一，或云皆既，卯辰刻皆
蛎如歴色無光，群鳥飛乱，衆星悉見．

この日食は，併せて 14の歴史書や日記に記録されていた朝野群載や扶桑略記はそ
れらのうちのひとつである．

さて， AD873ごろの△Tとれを以上の日食データを使って見積もろう表4は，
△れの関数としての△Tの範囲を，それぞれの日食に対して，観測地で食が皆既また
は金環であったとして求めたものである第一欄は潮汐加速への補正，第三欄から六

欄までは△Tの範囲であって，長安で観測された紀元822年4月25日の日食，ニシャ
プールおよび京都で観測された紀元873年7月28日の日食に対するもの，そして京
都で観測された紀元975年8月10日日食に対するものである第二欄は紀元822年
4月25日の日食が燕と趙において皆既であったとする記述に対応する△Tの範囲を
示す表4で， (T)は皆既を， (A)は金環を意味する．
図4には表4の条件を図示した紀元822年から紀元975年まで153年間，△Tも潮
汐加速も変化しなかったと仮定する．今回も，まず気づくのは，すべての日食が皆既
または金環であったわけではないことである．なぜなら，（△n, △ T)面における 5つ
の皆既領域と金環領域の共通部分が空となるからである．すると，紀元822年4月25
日の日食が長安で部分食であったとするのがよさそうである．この結論は記録(5a),
(5b), および (5c)と整合的である．このとき，紀元975年8月10日の日食の京都の皆
既領域は紀元873年7月28日の日食の京都の皆既領域を含んでしまい，また，紀元
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Table 27: 潮汐）~LI速の関数としての△T の範囲．日食は，紀元 822 年 4 月 25 日．紀元 873 年
7月28日，およびand紀元975年8月10日のもの．△,i = 0はi1.= 25".83/c炉に対応する．

822 A燕pr趙25(T) △h 822 A長pr安25(T) 873 Jul 28(A) 873 .Jul 28(A) 975 A京ug都lO(T) 
ニシャプール 京都

"/cy2 sec sec sec sec sec 
+4.0 2392 -347!) 38[)0~5351 1684 -aoo4 2473~3328 -249 -3(i24 
+2.0 2394 -3492 39;30 -5444 1762 -3682 2855 -3716 +515 -4041 
0.0 2386~3498 4009 -5537 1838 -3760 3237 -4106 1167 -4452 
-2.0 2368 -3495 <1087~5G29 1912~3838 3619 -4497 1757 -4859 
-4.0 233G -3483 4162 -5720 1984 3916 4003 -4880 2308 -5261 
-6.0 2290 -34GO --12:3G 5811 2054 -3994 4387~5283 2829 .. 5659 
-8.0 2225 -3424 4:308 -5901 2122 -4072 4772 -5678 3329 -6053 
-10.0 2137 -・3373 4;377 -5990 2188 -・4150 5157 -6074 3812~6444 

AD 873 7 28 TT - UT= 3500.0 sec 

Corr. to tいi-1.....。 .00 ・ cy•(-21

Figure 1.3: 紀元873年7月28Elの日食の金環食帯.x印はニシャプールと京都を表す．
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一AD87 3 Jul 28 in Kyoto 

-32.0 -28.0 -24.0 
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The lunar tidal acceleration (" cy)  

Figure 1.4: (△ n, △ T)平面の皆既および金環食帯．観測は，ほぽ同時代の紀元873年7月28
日，紀元822年4月25日，および紀元975年8月10日の日食に関する 4つの観測．右に向
かって上がる実線に囲まれた領域は，紀元822年4月25日の日食の北京および石家荘の皆
既帯を表す．

873年7月28日日食のニシャプールの金環食領域は紀元822年4月25日日食の北京
および石家荘の皆既食領域を含んでしまう．言い換えると，紀元873年7月28日日
食が京都で金環であるなら，紀元975年8月10日日食は京都で皆既である．同様に，
紀元822年4月25日日食が北京と石家荘で皆既なら，紀元873年7月28日日食は二
シャプールで金環である．紀元873年7月28日のニシャプールの記録と紀元975年
8月10日の京都の記録はパラメータ決定には余分である．別の見方をすれば，この
2つの記録は，高い確率で真実である．
余分なデータを取り除いて，表4の条件をあらためて図5に描く．この場合，紀元

822年から紀元873年までの51年問のパラメータの不変性を仮定するだから議論
の信頼性は，前段落におけるより増す．

それぞれ2本のほぽ平行な線によって囲まれる領域が2つあり，それらが共通部分
を持つことが見てとれる．しかし，まだ共通部分の面積は大きい．ここではこの面積

を減らす努力をしよう．そのために， 「不盛者四之ー」（四分のーが隠れずに残った）
という句に注目する．これはたしかに何らかの意味で食の大きさを表現している．し

かし，食分が0.75であることをこの句が述べているとは解釈できない．図6を見て
わかるように，等食分0.75曲線（破線）は皆既食帯からはるかに遠く，長安はその曲
線よりずっと皆既食帯に近寄っている．この句の別の解釈として，太陽円盤の周囲の

うち残った割合を述べているとの解釈を提案する．残った割合が 90°,105°, および
120° の場合を計算し，対応する△Tを得たので表5に記載する．等goo線，等105°線，
および等120°線を 3本の 1点鎖線として上から順に図5に描いた．図7には，残った
太陽円盤の外周が90°'105°'および120° の場合の実際の太陽の像を描いた．太陽像
のはじは細いので，残った比率が過小評価されかねない．

さて，紀元873年の京都における日食と紀元822年の北京および石家荘の日食は
金環または皆既であること，および△i1, ~ 十4".0/cy2であることから，△Tの範囲と
して

2473 sec <△ T < 3498 sec. (5) 

を得る．潮汐加速の範囲はー27".23/c炉からー21".83/c炉までである． 「四分の一
が隠れずに残った」が太陽円盤のことを言っているとの介錯に立って，数値として
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Figure 1.5: (れ，△T)における皆既食または金環食領域．食はほぼ同時代の紀元873年7月

28日および紀元822年4月25Elのものである．点線は，長安で観測された紀元822年4月

25日の日食の皆既帯の下側境界を表す.:3本のダッシュ線は，紀元822年4月25Elの日食を

長安で観測したときの，太陽円盤の残り角度がgoo(上）， 105°(中），および 120°(下）となる
軌跡を表す．

120° を採用するなら，△Tの範囲は

3185 sec <△ T < 3498 sec. (6) 

となる．この場合，とくに i1= -25".83/c炉を採用すると，△Tの範囲はさらに狭く
なって

3:327 sec <△ T < 3498 sec. (7) 

となる．

2 議論

前節では，複数データを使うことにより，別々に扱うと信頼度の低いデータが信頼性を

増すことを見た．これは別の場所で経験したことである ([Tanikawa& Soma(2004))] 

Table 28: 紀元822年4月25日の日食の場合の太陽円盤の残り角度が異なる場合の△Tと

潮汐項．

Augle 90° 105° 120 
rvlagmtude 〇.9860 0.9789 0.9687 
△h △T △T △T 

＂［世紀 2 秒 秒 秒
+4.0 3561 3405 3185 
+2.0 3637 3480 3257 
0.0 3710 3554 3327 
-2.0 3783 3625 3394 
-4.0 3853 3694 3460 
ーG.0 3621 3760 3522 
-8.0 3986 3824 3581 
-10.0 4050 3885 3637 
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AD 822 Apr 25 TT -UT= 3300.0 sec 

Corr. to tidal torm 0.00 "cy"{-2) 

--- M4gnitudo 0.75 

Figure 2.1: 紀元822年4月25日の日食の皆既日食帯.x印は南から長安，石家荘，北京を
示す．

を見よ）．とくに，紀元前188年7月17日年の日食は，ローマでは確かに皆既である
一方，中国の歴史書の記録も正しい.[Stephenson(1997)]は△Tの範囲として

△ T < 13830 or △ T > 14140 (8) 

を中国のデータから得た．単一のデータを使う限り，これ以上の精度は出ないであ
ろう．

予備的な解析(Soma,Tanikawa, & Kawabata 2004)によれば，月の潮汐加速は，月
レーザー測距で決定された最新値ー25".83/c炉と過去2000年間一致するとして矛
盾がない．この値を全歴史データに適用するなら，△Tの範囲として (3),(4), および
(7)式で与えられる狭い範囲が得られる．
今後調べるべきことが3点ある．まず，「不盛者四之ー」（四分の一が隠れずに残っ
た）の意味である．普通，食分が歴史書に書いてある．今回，食分0.75は適当でない．
このことは図5を見れば容易に理解できる理由は簡単である．食分は長安で0.75ほ
ど小さいことはあり得ないなぜなら，北京や石家荘で皆既だったからである．我々
は，上の句の解釈として良さそうなものを提案した．その解釈は観測データをよく説

明する．その解釈とは，その句が太陽円盤の周の残りの割合について述べている，と
いうものであった．

2点目は，日食の観測方法である．著者らが理解する限り，古代および中世の中国
の天文学者は裸眼で観測を行なったと信じられている．観測が夕方であったり早朝
であったりすれば，太陽の高度は低いので大気中の塵の層によってまぶしくなくな

る．しかし紀元822年4月25日の日食は昼に生じただから塵によって太陽が見や
すくなることはなかったはずである．加えて， 「不盛者四之ー」が我々の言う意味
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Figure 2.2: 太陽円盤の円周が 00°'105°'および120°残ったとした場合の太陽の実際の像．

であるなら，裸眼観測では太陽円盤の残りの割合を見定めることは出来なかった可

能性の方が高い．そこで著者らは，中国の天文学者が何らかの薄い遮蔽物を使用し

たのではないかとの仮説を提案する．現代の映画撮影で使用されるオーガンジーの

ような絹の薄布を使ったのではないであろうか．これは太陽黒点の観測にも使える．

3点目は「幾盈」の食分はいくつかという問題である．データ (lb)を他のデータ
と結んで，もっとも確からしい値として食分>0.93を得た．他の日食を使って，別の
見積もりを得たい．
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自転ー公転共鳴
休憩
内藤勲夫（国立天文台・地球回転）
宇宙測地が明らかにした地球回転変動

河鰭公昭（名大名狩教授）
長期地球自転変動
休憩

関井隆（国立天文台）
日裳学でみた太陽内部回転
柳澤正久（霞気通信大学）
小惑星の自転
休憩
ポスターセッション短発表（一人3分講演）
夕食兼懇親会
ポスターセッション（第一ラウンド）

8:00 9:00 朝食

第2セッション

座長：吉田春夫
09 : 30 10 : 00 

10 : 00 10 : 30 

10 : 30 10 : 40 
10 : 40 11 : 10 

11 : 10 11 : 40 

11 : 40 12 : 50 
12 : 50 13 : 50 
13 : 50 14 : 00 
座長：中川克也
14 : 00 14 : 30 

力学系

関口昌由（木更津高等専門学校）
8の字入門
藤原俊朗（北里大学）
ポテンシャル 1/戸の下での3体8の字解の幾何学的な
性質について
休憩
柴山允瑠（京大理学研究科数学系）
2n体問題の新しい周期解
佐野光貞（京都大学人間・環境学）
古典クーロン三体問題： 1次元・ 2次元
昼食
ホスターセッション（第ニラウンド）
休憩

斎藤正也（総合研究大学院大学）
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記号力学による直線三体問題
14 : 30 15 : 00 山口喜博（帝京平成大学）

標準写像における振動解

第3セッション

15 : 10 15 : 40 

15 : 40 16 : 10 

16 : 10 16 : 20 
座長：坂本強
16 : 30 17 : 00 

17 : 00 17 : 30 

17 : 30 17 : 40 
17 : 40 18 : 10 

18 : 30 20 : 00 
20: 00 23 : 00 

3月3日（水）

第4セッション

8:00 9:00 

座長：立川崇之
09: 30 10: 00 

10 : 00 10 : 30 

10 : 30 10 : 40 
10 : 40 11 : 10 

軌道・その他

斎藤信明（京都産業大学）
人工衛星主問題に対する新しい中問軌道
井上猛（京都産業大学）
小分母に無縁の人工衛星中問軌道
休憩

福島登志夫（国立天文台）
多様体補正による効率的な軌道シミュレーション
小南淳子（東京工業大学・地球惑星科学）
原始惑星系円盤との重力相互作用を考慮した原始惑星形成
休憩
相馬充（国立天文台）
古代・中世の中国と日本における時刻制度
夕食兼懇親会
ポスターセッション（第三ラウンド）

恒星系

朝食

鈴木将（東京大学・工学部物理工学系）
長距離相互作用の回転ディスク N体系中の非線形波動の構造
坂本強（総合研究大学院大学）
球状星団系の力学進化：星団形成と銀河の質量決定
休憩
樽家篤史（東京大学大学院理学系研究科

附属ビッグバン宇宙国際研究センター）
Antonov problem and quasi-equilibrium state in N-body systems 

11 : 10 11 : 20 世話人挨拶
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ポスター発表

久保岡俊宏

荒木田英禎

顔崎良光

山口喜博

後藤振一郎

山本一登

立川崇之

村田宗一

中井宏

林大雅、林佐千男

谷川消隆

通信総合研究所鹿島宇宙通信研究センター
IERS Conventions 2003の摂動モデルと
軌道解析ソフトウェア concertov4 
国立天文台・天文情報公開センター
シャヒロ時間遅れに対する高次の相対論的効果
国土地理院
大気が地球自転におよぽす影欝し気象データの評価

帝京平成大学
四重可逆なnon-twist写像の周期軌道
京都大学大学院・情報学
共嗚島構造がある場合の2次元シンプレクティックマップの簡約
総合研究大学院大学
分割多段法によるオイラーの自転運動方程式の正則化
早稲田大学・理工学部
膨張入り一次元シートモデルにおけるフラクタル構造と
自己相似解
名古届大学理学研究科物質理学専攻（物理系） R研
Exact Expanding Solution of Ga::; Sphere under self-gravity 
国立天文台
55 Caueri惑星系の臨界引数と近星点連動
T E P I A Foundation / (財）機械産業記念事業財団
太陽系に於ける「惑星の自転と衛星の公転との尽数関係を示す」
H H (Hula-Hoop)モデル
国立天文台
複数の場所で観測された日食から決めた△ T
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