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ハミルトンヤコビ方程式を用いた宇宙機の軌道移行問題
の数値解法
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Abstract. The two-point boundary value problem for Keprlerian
motion, which is known as Lambert’s problem, is considered. We
develop a method to approximate the solution of the Hamilton-
Jacobi equation which can solve Lambert’s problem. The proposed
method is based on the successive approximation and Galerkin spec-
tral method with Chebyshev polynomials. This approach is easily
applied to the perturbed motion where the potential function is spec-
ified. Numerical simulation is given to illustrate the theory.

1. はじめに

宇宙機が効率よくミッションを達成するためには最適な軌道を選ぶ必要が
ある．少ない燃料でより多くの対象の観測を行うためには，膨大な数の対
象の中から，どの対象に，いつ，どのような順番でいくか，を決める必要
がある．この問題は，組み合わせ最適化の問題に加え，組み合わせ毎に軌
道最適化を行う必要があるため，膨大な計算量必要とする難しい問題であ
る．従来の軌道最適化では，対象の数は限られていたため，膨大な情報を
効率よく扱うという観点での理論は研究されておらず，計算量の観点から
軌道理論の研究を行った例は少ない．近年 Scheeresらにより提案された軌
道の最適制御理論は，直接，最適軌道を求めるのではなく，ハミルトン系
の正準変換の理論を用いて，最適軌道を生成する母関数を求める [1, 2]．そ
うすることにより，必要な制御量が，初期位置，目標位置および時刻をパ
ラメータとする関数として得られる．つまり，対象とするハミルトン系の
母関数を一度求めておけば，あとは各問題で異なる初期条件等のパラメー
タを代入するだけで解を得ることができる．このため，この方法を用いる
ことにより，組み合わせ毎に問題を解くのではなく，関数の値の評価のみ
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を行えばよいことになり，計算量を大幅に減らすことが可能である．とこ
ろが，母関数を求めるための非線形偏微分方程式の一般的な解法は存在し
ない．このため，基準軌道まわりの線形なダイナミクスに対する解法は提
案されているものの，単純な２体問題に対してさえも，母関数を求めるた
めの理論は確立されていない [1, 2]．そこで本稿では，軌道最適化問題の解
を生成する母関数のみたすべき Hamilton-Jacobi方程式が，非線形システ
ムに対する最適制御問題で現れる，Hamilton-Jacobi-Bellman方程式と同
様の構造をもつことに着目し，軌道力学の問題に対して非線形最適制御理
論の逐次近似法を適用することにより，従来扱うことができなかった非線
形性や摂動項を含むダイナミクスの軌道問題を解くことができることを示
す [3, 4]．さらに，この手法を拡張することで，母関数を求めることも可能
であることを示し，軌道の計算例を示す．

2. 問題設定
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Figure 1. 速度制御を用いた軌道移行．

逆二乗法則に従う中心力場を運動する宇宙機の運動を考える．無次元
化した運動方程式は

r̈ = − r

r3
, (1)

で表される．このとき，宇宙機のダイナミクスを，速度制御を適切に設定
することで制御し，小惑星にフライバイするように軌道設計を行う (図 1)．
この問題は Lambert問題と呼ばれ [5]，以下の問題として表される．

[問題]
初期位置r(t0) = r0からスタートした宇宙機が，所望の時間 tf後に，r(tf ) =
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rf に移動するものとする．このとき，初期位置 r0から目的位置 rf に到達
するために必要な初期速度 ṙ(t0)を求めよ．

3. 正準変換と変換の母関数

正準変換について簡単に説明する [6]．ハミルトニアンをH(q, p, t)とし，
固定した終端状態と (qf (tf), pf (tf))，移動する初期状態 (q(t), p(t))の間
の正準変換を考える. このとき，以下の４種類の母関数を考えることがで
きる．

F1 = F1(qf , q, t), F2 = F2(qf , p, t), F3 = F3(pf , q, t), F4 = F4(pf , p, t).
(2)

それぞれの状態の間の関係は，

pf =
∂F1(qf , q, t)

∂qf
, (3)

p(t) = −∂F1(qf , q, t)

∂q
, (4)

−∂F1(qf , q, t)

∂t
+ H(q,−∂F1(qf , q, t)

∂q
, t) = 0, (5)

pf =
∂F2(qf , p, t)

∂qf

, (6)

q(t) =
∂F2(qf , p, t)

∂p
, (7)

−∂F2(qf , p, t)

∂t
+ H(

∂F2(qf , p, t)

∂p
, p, t) = 0, (8)

qf = −∂F3(pf , q, t)

∂pf
, (9)

p(t) = −∂F3(pf , q, t)

∂q
, (10)

−∂F3(pf , q, t)

∂t
+ H(q,−∂F3(pf , q, t)

∂p
, t) = 0, (11)

qf =
∂F4(pf , p, t)

∂pf
, (12)

q(t) = −∂F1(pf , p, t)

∂p
, (13)

−∂F4(pf , p, t)

∂t
+ H(−∂F4(pf , p, t)

∂p
, p, t) = 0, (14)
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により表される．ここで，(5), (8), (11), (14)はHamilton-Jacobi (HJ) 方
程式とよばれる非線形偏微分方程式である．また，F2, F3母関数は終端時
刻において，恒等変換となることから以下の境界条件が得られる．

F2(qf , p, tf ; tf) = qT
f p, (15)

F3(pf , q, tf ; tf) = −pT
f q. (16)

また，すべての母関数は同等であり，Legendre変換:

F2(q, P, t) = F1(q, Q, t) + P TQ,

F3(p, Q, t) = F1(q, Q, t) − pT q,

F4(p, P, t) = F2(q, Q, t) + pT q,

により，独立変数を変換することができる．
(3), (4)より，pの初期値および終端値は F1(qf , q0, tf ; t0)母関数を用

いて

pf =
∂F1

∂qf
, p0 = −∂F1

∂q0
, (17)

により，直接求めることができる．このように，正準変換の母関数を用い
て，位置と速度に関する２点境界値問題を解くことができる [1]．

4. 提案手法

4.1. 漸近近似による母関数の解法

最適制御問題に現れるHJB方程式に対しては，文献 [7–9]で漸近近似と呼
ばれる方法で近似解を求める方法がすでに提案されている．HJB方程式と
HJ方程式は同じ構造を持つため，同様な考え方に基づいて，正準変換の母
関数の近似解を求める方法を提案する．漸近近似を用いて母関数の近似解
を得るために，母関数のみたすべき HJ方程式と関連する最適化問題を考
え，評価関数を最小化することにより解を実現することを考える．以下で
は，簡単のためハミルトニアンH(q, p) = 1

2
p2 + U(q)で表される一次元運

動について考える．ここで，U(q) ≤ 0はポテンシャル関数を表す．この問
題に対して，非線形システム:

ẋ = f(x) + Bu, (18)

x =

[
pf

q

]
, u =

[
0
u

]
, f(x) =

[
0
0

]
, B =

[
1 0
0 1

]
(19)
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評価関数:

J(u; x0) =

∫ tf

t0

1

2
‖u‖2 − U(q)dt − pfq. (20)

を考えると，この最適制御問題に対応するHJB方程式は，

∂V

∂t
+ min

u

[∂V

∂x
(f(x) + Bu) +

1

2
‖u‖2 − U(q)

]
= 0, (21)

V (x(tf), tf) = −pT
f q， (22)

で与えられ，(18), (19)を代入すると

∂V

∂t
− 1

2

(∂V

∂q

)2

−U(q) = 0, (23)

が得られる．一方で F3の満たすべきHJ方程式 (11)は，

∂F3

∂t
− 1

2

(∂F3

∂q

)2

−U(q) = 0, (24)

F3(pf , q, tf ; tf) = −pT
f q (25)

となる．このことから，F3(pf , x, tf ; t)のみたす HJ方程式を解くことは，
上の最適制御問題に対応するHJB方程式を解くことと同じであり，漸近
近似により評価関数 (20)を逐次下げることで解を求めることができる．ま
た，F3母関数は終端時刻における境界条件を持つこと，同じく境界条件
をもつ F2母関数についてはHJ方程式が異なる構造となることから，(5),
(8), (11), (14)のうちで F3に関するHJ方程式のみを解くことが可能であ
る．よって，漸近近似 [7]を適用することにより，F3の近似解は，GHJB:

∂F
(k)
3

∂t
+

∂F
(k)
3

∂q
p(k) +

‖p(k)‖2

2
+

1

q
= 0, (26)

F
(k)
3 (x(tf), tf) = −pT

f q. (27)

および，

p(k+1) =
∂F

(k)
3

∂q
. (28)

を繰り返し解くことにより得られる．
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4.2. チェビシェフ多項式を用いた母関数の近似

切断次数N のチェビシェフ多項式は，区間 x ∈ [−1, 1]において，以下で
定義される [10]．

cos nθ � Tn(cos θ) = Tn(x), x = cos θ

チェビシェフ多項式は，〈f, g〉 �
∫ 1

−1

1√
1 − x2

f(x)g(x)dx の内積に関する

直交多項式である．(26)の解を切断次数Nのチェビシェフ多項式を用いて

F
(k)
3 (pf , x, t) �

N∑
n1=0

N∑
n2=0

c(k)
n1,n2

(t)Tn1(pf)Tn2(x) (29)

と定義する．次に，(26)の各項をチェビシェフ級数展開したものを

∂F
(k)
3

∂t
(pf , q) =

N∑
n1,n2=0

ċ (k)
n1,n2

(t)Tn1(pf)Tn2(q), (30)

u(k) =
∂F

(k−1)
3

∂q
�

N∑
n1,n2=0

c′n1,n2

(k−1)
(t)Tn1(pf )Tn2(q), (31)

∂F
(k)
3

∂q
u(k) �

N∑
n1,n2=0

(Pcn1,n2

(k))(t)Tn1(pf )Tn2(q), (32)

U(q) �
N∑

n1,n2=0

ln1,n2Tn1(pf)Tn2(q), (33)

‖u(k)‖2 =
( N∑

n1,n2=0

c′n1,n2

(k−1)
(t)Tn1(pf)Tn2(q)

)2

(34)

�
N∑

n1,n2=0

an1,n2(t)Tn1(pf )Tn2(q). (35)

と表すと，(26)は基底関数 Tn1(pf )Tn2(x)の１次結合で書くことができる．

ここで，P は (n1, n2)成分が
∂F

(k)
3

∂x
u(k)のチェビシェフ級数展開の cn1,n2 の

係数を表す定数行列とする．Tn1(pf)Tn2(x), 0 ≤ n1 ≤ N , 0 ≤ n2 ≤ N との
内積をとることにより，(26)は cn1,n2

(k)(t)に関する常微分方程式に帰着さ
れる:

dcn1,n2
(k)

dt
(t) + Pcn1,n2

(k)(t) + ln + an1,n2(t) = 0. 0 ≤ n ≤ N.

境界条件は，時刻 T において母関数が恒等変換となる条件より，c1,1 =
−1, cn1,n2 = 0, n1 �= 1, n2 �= 1で与えられる.



7

5. 計算例

平面運動のハミルトニアン

H(r, θ, pr, pθ, t) =
1

2

(
p2

r +
p2

θ

r2

)
+U(r), (36)

を考える．ここで，ポテンシャルは U(r) = −1

r
とする. 初期位置 r0 =

[r0, θ0] = [1.0, 0.0]から終端位置 rf = [rf , θf ] = [1.0, 2.0]に，π/2（無次
元した時間）で以降する軌道を考える. 正準方程式は

ṙ =
∂H

∂pr
= pr, (37)

θ̇ =
∂H

∂pr

=
pθ

r2
, (38)

ṗr = −∂H

∂pr

=
p2

θ

r3
− 1

r2
, (39)

ṗθ = −∂H

∂pr
= 0. (40)

となるので， (37) - (40) は以下のアファイン非線形システムとみなすこと
ができる．

ẋ = g(x)u, (41)

ここで，

x =

[
r
θ

]
, u =

[
pr
pθ

r

]
, g(x) =

[
1 0
0 1

r

]
.

であり，制御入力u(t)は評価関数を最小化するように決定される．

J =

∫ tf

t0

1

2
‖u‖2 + R(x)dt (42)

=

∫ tf

t0

1

2

(
|pr|2 +

|pθ|2
r2

)
−U(r)dt. (43)

HJB方程式とGHJB方程式は

∂V ∗

∂t
− U(x) − ∂V ∗T

∂x
g(x)g(x)T ∂V ∗

∂x
= 0. (44)

および

∂V (k)

∂t
+

∂V (k)T

∂x
ẋ − U(x) +

‖u‖2

2
= 0 (45)



8

で与えられる．２点境界値問題の解は

p(k+1)
r = u(k+1)

r = −∂V (k)

∂r
(46)

p
(k+1)
θ = ru

(k+1)
θ = −∂V (k)

∂θ
. (47)

となる．求める境界値問題の解軌道は，円軌道であり，初期速度，終端速度
はそれぞれ [ṙ0, θ̇0] = [ṙf , θ̇f ] = [0.0, 1.0]で与えられる．GHJB方程式 (47)
は，切断次数N = 4のチェビシェフ多項式により近似した. 150回の反復
計算の後，収束した軌道をFig. 2に示す．近似誤差は 10−5程度のオーダー
であった.

次に摂動ハミルトニアン U(r) = −1

r
− 0.1

r3
に対して，同じ２点境界値

問題を考える. HJB方程式とGHJB方程式には，新たな項
0.1

r3
を追加し，

同じアルゴリズムを用いた．Fig. 4 の点線 (Trajectory 2) は，摂動のない
問題での初速度 [ṙ0, θ̇0] = [0.0, 1.0]による軌道である. 実践 (Trajectory 1)
に新たに求めた初速度による軌道を示す．Fig. 5は r, θ, pr and pθの時間
履歴を示している. 提案するアルゴリズムにより，ポテンシャルが変動し
た場合でも，境界条件をみたす解が求まっていることがわかる．
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