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要旨
近年, 変分法を用いて N 体問題の周期解の存在を証明する研究が盛んで

ある. 今回はその概要を解説した後, その理論を適用して得た新しい周期

解を紹介する.



1 Choreographyの経緯

2000 年, Chenciner と Montgomery は 3 体 8 の字解の存在を証明した

([8, 18]).
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1 Choreographyの経緯

その後, Simóがたくさんの数値解を求めた ([9, 21]).

このように質点が互いに追いかけっこする軌道を Choreography と名付

けた.



1 Choreographyの経緯

その後, Choreographyに関する研究が活発になされた (一部を紹介):

1. Chenciner and Venturelli: 4体 hip-hop軌道の存在 (2000年 [10])

2. Chen: 4体 Chen軌道の存在 (2001年 [3])

3. Chen: 2n体問題の対称的な軌道の存在 (2003年 [4])

4. Ferrario and Terracini: 対称性を持つ軌道の存在の一般的証明

(2004年 [12])

5. 藤原 and Montgomery: 3 体 8 の字解の左右の葉の凸性の証明

(2005年 [13])

6. Chen: 直線配置を初期位置とする周期軌道の存在 (2006年 [5])

7. Chen: 3体の retrograde軌道の存在 (2006年 [6])

8. 柴山: 2n体問題の多様な軌道の存在 (2006年 [20])



2 N 体問題と変分法
N 体問題を考える:
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i = 1, . . . , N

xi ∈ V = Rd(d = 2, 3)

N 体問題は作用積分
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に関する変分問題として定式化できる (例えば [1, 12 節と 13 節] または

[14, 3.2節と 3.3節]を参照).

A(x) > 0だから, minimizer(Aを最小にする x)の存在が期待される.



3 関数空間
重心を 0とした配位空間を X とおく:

X =

{
x ∈ V N

∣∣∣∣∣
N∑

i=1

mixi = 0

}

関数空間はソボレフ空間

Λ = H1(R/TZ,X )

とする.

つまり, x ∈ Λということは, xが X 上の T 周期の曲線で, xは L2 関数

で, その超関数の意味における微分が L2 関数として存在するを意味する

(関数解析の本, たとえば [2]を参照. この辺の L2 とか超関数は後であま

り使わないので理解しなくてもよい, Λが X 上の閉曲線全体であること
だけ分かっていればよい).



4 目標
Λの部分集合 Γを選び,

A|Γ(作用積分 Aの Γへの制限)の minimizerをとり, 周期軌道を得たい.

問題点

1. A|Γ の critical pointは Aの critical pointか?

2. A|Γ の minimizerは存在するか?

3. minimizerは衝突しないか?

4. minimizerは新しい解か?

(central configuration になっていないか?)



5 制限の方法
1. 対称性による制限

2. 質点の運動が成す braidによる制限

(配位空間から衝突を除いたところの homotopy class)

3. 境界条件 (x(0), x(T )の配置)を制限



6 対称性による制限
Gを有限群とし,

ρ : G → O(d) (d次直交群, d = 2, 3)

σ : G → SN (N 次対称群)

τ : G → O(2) (2次直交群,時間を S1と同一視している)

を表現 (準同型)とする.

Gの Λへの作用を

g · ((x1, . . . , xN )(t)) = (ρ(g)xσ(g−1)(1), . . . , ρ(g)xσ(g−1)(N))(τ(g−1)t)

によって定める. ここで, g ∈ G で x(t) = (x1, . . . , xN )(t) ∈ Λである.

ΛG を Λの中で Gの作用で不変な曲線全体の集合とする:

ΛG = {x ∈ Λ | g · x = x}



7 対称性の例 1( 3体 8の字解 [8])

平面等質量 3 体問題を考え, 群を 3 つの元から生成される群 G =

〈a, b, c〉 = Z3 × Z2 × Z2 を考える. Gの表現を次のようにとる:

位置の変換 質点の置換 時間の変換

ρ(a) = 1, σ(a) = (1, 2, 3), τ(a)t = t +
T

3
,

ρ(b) =
(

−1 0
0 1

)
, σ(b) = 1, τ(b)t = t +

T

2
,

ρ(c) =
(

1 0
0 −1

)
, σ(c) = (2, 3) τ(c)t = −t +

T

6
.



8 対称性の例 2(柴山 [20])

平面上の等質量 2n体問題を考え, 各 p = 1, 2, . . . , [n/2]に対して 2つの

元から生成される群 Gn,p = 〈gn, hn,p〉を考える.

Gn,p の表現を次のようにとる:

ρ(gn) =
(

cos π
n − sin π

n
sin π

n cos π
n

)
σ(gn) = (1, 2, . . . , 2n)

τ(gn)t = −t

ρ(hn,p) = 1

σ(hn,p) = (1, 3, . . . , 2n − 1)−p(2, 4, . . . , 2n)p

τ(hn,p)t = t +
d

n
T.

ここで, dは nと pの最大公約数である.



6体の例 (n = 3, p = 1)

t = 0 t = T
12 t = T

6 t = T
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8体の例 1(n = 4, p = 1)

t = 0 t = T
16 t = T

8 t = 3T
16

8体の例 2(n = 4, p = 2)

t = 0 t = T
8 t = T

4 t = 3T
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Gn,p-不変な曲線というのは, 次のような対称性を持っている:

• 2n個の質点は常に 2つの正 n角形を成している.

• 最初 (t = 0), 質点全体は正 2n角形を成す.

• ある時間 (t = T̄ )が経つと (最初と質点は入れ替わっているが) 再

び正 2n角形を成す.

• 最初 (t = 0)とその時 (t = 2T̄ )の 2つの正 n角形の変化を見ると,

一方は 2πp
n 回転し, もう一方は −2πp

n 回転している.

n = 5, p = 2



9 Palais principle

第一の問題

A|Γ の critical pointは Aの critical pointだろうか?

この問題は対称性による制限の場合だけを考えればよい. これは次の

Palais principleによって簡単に判定できる.

Palais principle ([19])

Aが G-不変 (すなわち x ∈ Λに対して A(g · x) = A(x))ならば A|Λ の
critical pointは Aの critical pointである.

先ほどの 3体 8の字解や 2n体問題の例では, 等質量であり, 群の作用で

は質点が入れ替わったり, 全体を回転させたり反射させたり, 時間をずら

したりするだけだから, Aは不変である.

等質量の仮定が必要なのははこの Palais principleのためである.



10 minimizerの存在
Γを Λの閉部分集合とする.

coerciveの定義

A|Γ が coercive とは ∥xk∥H1 → ∞(k → ∞) なる点列 xk ∈ Γ に対して

A(xk) → ∞となることである (∥x∥2
H1 =

∫ T

0
∥x∥2 + ∥ẋ∥2dt).

minimizerの存在定理

A|Γ が coercive ならば, A|Γ の minimizerが存在する.

しかも, minimizerは (Γとしてすごく特殊なものをとらない限り)滑らか

である.



11 minimizerの存在定理の証明
minimizerの存在定理の証明のすごくおおざっぱな流れ:

1. A|Γ > 0だから下限 a = infx∈Γ A(x)が存在する.

2. A(xk) → a(k → ∞)となる列 xk ∈ Γがとれる.

3. A|Γ は coercive だから xk は無限に逃げていくことはない. した

がって, H1は Hilbert空間だから弱収束する部分列 xkl
→ x∗(k →

∞) がとれる.

4. Aは弱下半連続だから, A(x∗) = aとなり x∗ は minimizerになっ

ている.

5. Sobolev の埋め込み定理を使ったりすると, 実は x∗ は滑らかな曲

線である.

存在証明に関するコメント (変分法のつらいところ): この存在証明から

は, minimizer x∗ は Γに属するということ以外は存在しか分からない.



12 対称性によって制限されている場合の minimizerの存在

対称性によって制限されている場合 (Γ = ΛG), coercive という性質は

XG = {0}と同値である ([12, Proposition 4.1]).

すなわち,

Gは ρと σ によって配位空間 X に作用するが, その作用で不変な元は 0

だけであるという性質である.

従って, minimizerが存在するためには, 対称性が弱すぎてはいけない.

(対称性による制限に加えて, braidによる制限などがある場合には対称性

が弱くても minimizerは存在することはある. )



13 例
この性質を確かめるには, 時間に関する表現 τ を忘れて, ρと σ だけを考

えればよい.

先ほどの 3 体 8 の字解や 2n 体問題の例では全ての質点を動かす循環置

換 (1, 2, 3)や (1, 2, . . . , 2n)が含まれていたので, 群の作用で 1つの質点

は他の全ての質点と入れ替わる.

従って, XG では全ての質点が同じ位置にある. しかも, 重心は 0だから

結局, XG = {0}である.

故に, A|ΛG は coerciveであり minimizerが存在する.



14 衝突について
minimizerが衝突した場合, 衝突していない間はN 体問題の解となってい

るが衝突の前と後が適切に接続されているとは限らない. (2 体衝突にお

いては弾性衝突のように衝突してきた方向にはね返るのが自然であるが,

minimizerでは別の方向にはね返ったりすることがある. まして 3体以上

の衝突でうまく接続されていることは, ほとんど期待できない. 衝突前後

のエネルギーが変化しないことは示されている ([12])).

従って, 周期軌道を求めるには minimizerが衝突しないことを示さなけれ

ばならない. そして, これが変分法を用いた周期軌道の存在証明で一番困

難な部分である.



15 minimizerは衝突し得るか
minimizerにおいて, たとえばm1 とm2 が t = aで衝突したとすると, そ

の作用積分の値は∫ a+ε

a−ε

L(x, ẋ)dt ∼ 4m1m2

(
6

m1 + m2

) 1
3

ε
1
3 (1)

となり有限値である.

この値は微妙な大きさである.

minimizerが衝突を必ず含むと言えるほど小さいわけでもなく, minimizer

は必ず衝突しないと言えるほど大きいわけでもない.

Γ の取り方によって, minimizer が衝突することもあるし, しないことも

ある.



16 衝突しないことを証明する方法 1(Global estimate)

Γを Λの閉部分集合とする.

Γcol := {x ∈ Γ | xは衝突をもつ }

とし,

A|Γcol の最小値を (1)を用いたりして下から評価する:

A(x) > b (x ∈ Γcol)

一方で, 作用積分の値が計算可能でA(xtest) < bとなる xtest ∈ Γ\Γcol を

見つける.

minimizer の作用積分の値は A(xtest) 以下のはずだから, minimizer は

Γcol 上にはない, つまり minimizerは衝突しないことがわかる.



とくに, 対称性が課されていると複数回衝突するので, より大きな値に

よって下から評価できる.

近年, 変分法を用いて得られている多数の周期軌道はどれも何らかの対称

性をもっているのは, このためである.

(Simoは対称性をもたない周期軌道の数値解も多数得ているが, それらに

対する数学的な存在証明はまだない. )

しかし, 対称性が強すぎると xtest が見つけにくいので, 対称性は強すぎ

ても弱すぎてもいけない.

この手法は 3 体 8 の字解 ([8]) や 4 体の Chen 解 ([3]) の証明に用いら

れた.



17 衝突しないことを証明する方法 2(Local estimate)

x ∈ Γ を任意にとり, xが t = aにおいて衝突すると仮定する.

x の (a − ε, a + ε)の部分を Γの中で摂動した曲線 xε をうまく構成し,

A(x) > A(xε)

となることを証明する.

すると, xは minimizerになり得ないことが分かる.

この方法でも対称性が強すぎると摂動する方向が限られてしまい, 証明が

困難になる.

この方法の方が一般性があり多く適用されている.



18 Marchalの定理
Marchalはこの証明法 (Local estimate)によって次の結果を得た.

Marchalの定理 ([17])

a, b ∈ V N を任意の配置とし, T > 0を任意にとる.

Ω := {x : [0, T ] → X | x(0) = a, x(T ) = b}

とすると, A|Ω の minimizerは (0, T )において衝突しない.

(この場合, coerciveは言えるので minimizerは存在している.)

(この証明の本質的な部分は [17]でなされたが少し間違いがあるし, 読み

づらい. 完璧で簡潔な証明が [7]にある. )



19 Ferrario-Terraciniの定理
Marchalの定理を一般化し, Ferrarioと Terraciniは対称性によって制限さ

れている場合に, 衝突しないための十分条件を与えた.

Ferrario-Terraciniの定理 ([12])

群 G の Λ への作用が rotating circle property を満たすならば, A|ΛG の

minimizerは衝突しない.

rotating circle property とは群の作用 (対称性) が強すぎないことを表し

ている:

時間 t毎に質点に課される対称性は変化するが, 時間 tを任意に固定する

毎に, その対称性を保ったまま N − 1 個の質点が原点の周りを同じ向き

に回ることができるとき, rotating circle propertyを満たすという.



20 例 1(2n体問題)

質点が正 2n角形を成す tのとき (例えば t = 0), 正 2n角形を成したまま

全体をまわすことができる. それ以外の tでは, 2つの正 n角形を成して

いればよいので, それぞれまわすことができる. 従って, Ferrario-Terracini

の定理が適用できて, 衝突しないことが言える.



21 例 2(3体 8の字解)

3体 8の字解は t = T/12の時 x軸について対称的な二等辺三角形になる

ことが課される. このとき, m1 は x軸上に, m2 とm3 は x軸に関して対

称的な位置にある. m1 は原点の周りを回れないし, m2 とm3 は原点の周

りを回るとき互いに逆回りにしか回れない.

従って, Ferrario-Terraciniの定理から衝突しないことを証明することはで

きない.

Chencinerと Montgomeryは Global estimateによって衝突しないことを

示した.



22 例 3(対称性を弱めた 3体 8の字解 1)

3種類の collinear central configuration を Ck(mk が他の 2質点の中点に

くる) とおく.

3体問題において T/3毎に質点は循環的に入れ替わり, m1 は t = 0のと

き C1, t = T/6のとき C2, t = T/3のとき C3 を通るという対称性を考

える. (x軸対称性, y 軸対称性はいれない)

Ck にある時は中心にあるmk 以外の 2質点をまわすことができる.

それ以外の時は対称性は課されていないので回れる.

従って, Ferrario-Terraciniの定理より衝突しない周期軌道が得られる.



23 例 4(対称性を弱めた 3体 8の字解 2)

1/3周期で質点は互いに入れ替わり, tの時と t+T/2の時は互いに y軸に

関して対称的な位置にあるという設定である. この場合も同様に rotating

circle property を満たす.

例 2,3,4 の 3 つの 8 の字解が同じものなのかどうかは分からない.

(Barutello, Ferrario and Terracini が同じ解であることを主張した論本

を書いているが, 決定的な間違いがある. )



24 変分法における衝突問題の今後
この例からも分かる通り rotating circle property は衝突しないための必

要十分条件ではない.

従って, Ferrario-Terraciniの定理は改良の余地がある.

未解決問題

1. minimizerが衝突しないための必要条件は何か?

2. 対称性に加えて他の制限 (braidなど)を加えた場合に対する, min-

imizerが衝突しないための一般的な条件は?



25 得られた軌道は新しい軌道か
例 1(2n体問題)

2n体問題の例では, 最初正 2n角形を成しており, その後質点を入れ替え

た正 2n角形となる.

従って, これは central configuration ではない.

また, p = 1, . . . , [n/2]毎に異なる解になっていることは,

課されている対称性を考慮すると自由度は 3まで下げれる.

そこで見てみると, p に対して異なる直線 B2p−1 を境界条件として

minimizerをとっていることが分かる.

そのことから, すべて異なる軌道であることが分かるので,

2n体問題の周期解が [n/2]個得られる (詳細については [20]参照).

例 2(3体 8の字解)

3 種類のどの 3 体 8 の字解でも対称性の仮定から配置が変化しているこ

とが分かるので, central configuration ではない.



25 得られた軌道は新しい軌道か
Gerver軌道 (super-eight, [9])

Gerver軌道のもつ対称性:

• 常に平行四辺形を成す
• T/4毎に質点が入れ替わる

• x軸, y 軸対称性

この対称性を持つ曲線全体 ΛG の中には relative equilibrium(正方形を成

したまま円運動をする) が含まれており, それが minimizerとなってしま

う. (つまり, 対称性がちょっと弱い.)

Gerver 軌道は A|ΛG の (global) minimizer ではなく, local minimizer と

なっていると考えられる.

Gerver 軌道の存在は Kapela and Zgliczyński ([15]) が精度保証付き数値

計算を用いて証明したが, 変分法による数学的な証明はまだない.



26 おおざっぱなまとめ
A· · ·minimizerの存在 B· · · 制限を外したところでも critical point

C· · · 衝突しない D· · · 新しい解である (central configurationでない)

対称性 位相的制限 A B C D

なし, かなり弱い なし × ◦ - -

なし, かなり弱い あり ◦ ◦ × -

弱い なし ◦ ◦ ◦ ×
弱い 弱い ◦ ◦ ◦ ◦
弱い 強い ◦ ◦ × -

ほどほど -(できない) ◦ 等質量なら ◦ ◦ ◦
強い -(できない) ◦ 等質量なら ◦ ? (◦)

かなり強い -(できない) ◦ 等質量なら ◦ × -



27 もう一つ新しい軌道
等質量空間 8体問題を考える.

立方体から立方体へ変化し質点が入れ替わる軌道:

位置の変換 質点の置換 時間の変換

ρ(a) = 1, σ(a) = (1, 6, 3, 8)(5, 4, 7, 2), τ(a)t = t +
T

4
,

ρ(b) =

 0 −1 0
1 0 0
0 0 1

 , σ(b) = (1, 2, 3, 4)(5, 6, 7, 8), τ(b)t = −t.



28 課題と最近の進展
軌道のさらなる探求

1. minimizer以外の critical pointを求める方法はないか?

Simó の数値解のほとんどは (本当に存在するとすれば) そういう

もののはずである.

2. 制限 3体問題への応用

(昨年の研究会で, 質量 0では変分法は使えないと口走りましたが,

定式化を変えれば変分法は使えて, いろんな定理もだいたいそのま

ま適用できるそうです.)

3. 衝突しても適切に接続するような解を得られないか?



28 課題と最近の進展
以上の変分法を用いて得られた解は存在だけがようやく分かるという状

況であるから, その解の性質はその指定した関数空間に入っている (指定

した対称性をもっている) ということ以上のことはなかなか分からない.

性質が数学的に証明された例

1. 3 体 8 の字解の質点の角運動量の正負の変化 (Chenciner-

Montgomery [8]) (これから左右の葉が Star-shaped であることが

分かる)

2. 3体 8の字解の左右の葉の凸性 (藤原-Montgomery [13])

3. 2n体周期軌道の角運動量の正負の決定 (柴山 [20])



28 課題と最近の進展
解の特徴付け

1. 軌道は代数曲線ではないのか?

(8 の字解が 4,6,8 次の代数曲線ではなさそうなことは数値的に確

かめられた)

2. 解析的か?

3. 解は楕円関数とかで表現できないか?

(楕円関数による近似 (?)はできる ([11]))

変分法を使わない証明

変分法を使ってえた軌道の性質はなかなか分からないので, 変分法を用い

ずに存在が証明できないか?

Moeckelが 3体 8の字解の別証明を試みているところ.



28 課題と最近の進展
安定性

Chenciner曰く, 「N 体問題の変分問題においても, たぶん 負曲率多様体

上の測地流のような構造があって, minimizerは安定にはなりにくいので

はないか?」

Simo の数値実験では, 8 の字解を囲む KAM トーラスがあるように見え

るらしい ([22]).

8の字解以外の解は不安定なようである.

数学的な証明は何一つない.

分岐 Marchal P12(数値結果 [16])

3 体 8 の字解を周期軌道のまま変化させて円軌道までつなげていくこと

ができる.

Chencinerが最近証明を試みている.



28 課題と最近の進展
その他

1. Morse理論みたいなことはできないか ?

2. Weinstein予想 ([23]参照)との関連 ?
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