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1 振動解について

3体問題を考える:

mk
d2xk

dt2
=

∂U

∂xk
, xk ∈ R3, k = 1, 2, 3 (1)

ここで,
U(x) =

∑
i<j

mimj

rij
, rij = ‖xi − xj‖

で, xk は質点の位置, mk(= 0)は質点の質量である.

定義 1. (1)の解は

lim sup
t→∞

max
i<j

rij = ∞

lim inf
t→∞

max
i<j

rij < ∞

を満たすとき, 振動解であるという.

これまで知られている振動解の例を挙げる. *1

例 1. Sitnikovはm1 = m2,m3 = 0の場合に振動解の存在を示した ([6]). これは, x1 と x2 が x1 = −x2 =

(x1, y1, 0)を満たしながら Kepler運動をし, x3 = (0, 0, z3)は z 軸上を上下に運動するような軌道である.

例 2. Alekseev は m1 = m2 で m3 > 0 が十分小さい場合に関して存在を示した ([1]). これは, x1 と x2 が

x1 = (x1, y1, z1),x2 = (−x1,−y1, z1)を満たしながら運動をし, x3 = (0, 0, z3)は z 軸上を上下に運動するよ

うな軌道である.

例 3. Xiaは円制限 3体問題 (m3 = 0)において振動解の存在を示した ([9]).

例 4. Xiaは平面 3体問題の無限遠における KAM構造のアーノルド拡散の存在を証明したとき, その副産物

として振動解を得ている ([10]). この場合, m3 を 0から摂動したときに得られるのでm3 は十分小さい.

以上の解はm3 が十分小さいか, あるいは 0で, 遠くに飛び出す質点はm3 で入れ替わらない.

*1 勘違いしていることがあるかもしれないので、間違いがありましたらご指摘ください。
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例 5. Saariと Xiaは直線 3体問題において振動解の存在を示した ([7]). 質量に関する条件はあるが, かなり

ゆるい. これは真ん中にある質点以外の 2 質点は同じ質点の方だけ飛び出させたり, 交互に飛び出させたり,

あるいはその 2質点をランダムな順序で飛び出させたりすることができる.

例 6. 谷川は m1 = m2 = m3 で平面の場合に, m2 と m3 が接近してほぼ Kepler 運動をしているところに

m1 入り込んでくると, m2 が飛び出し m1 と m3 が接近してほぼ Kepler 運動をする. それから, m2 が帰っ

てくると同様に m1 あるいは m2,m3 が飛び出すと, 飛び出す質点が入れ替わるような振動解の数値解を得た

([8]). 飛び出す順序は多様にある. また, この角運動量は 0である.

2 主定理

2種類の振動解の存在について述べる.

定理 1. 平面 3 体問題を考える. ほとんどの質量比と任意の数列 al ∈ {1, 2, 3} に対して, 角運動量 ω =∑3
k=1 mkxk × ẋk が 0である振動解で, 質点が ma1 ,ma2 , ma3 ,ma4 , . . . の順で飛び出すようなものが存在す

る. 3体衝突から離れている間は直線 3体の軌道に近い.

定理 2. 等質量の平面 3体問題を考える. 任意の数列 al ∈ {1, 2, 3}に対して, 角運動量 ω =
∑3

k=1 mkxk × ẋk

がかなり小さいが 0でない振動解で, 質点が ma1 ,ma2 ,ma3 , ma4 , . . . の順で飛び出すようなものが存在する.

3体衝突から離れている間は直線 3体あるいは二等辺 3体の軌道に近い. 3体衝突に近い間に 360度回転する.

注意 1. 定理 1において「ほとんどの質量比」というのは, 質量比 {(m1, m2,m3)|m1 + m2 + m3 = 3}全体
の集合は 2次元空間を成すが, その中からある 1次元部分曲線くらい*2を取り除いたところにある質量比だっ

たら OKであることを意味する. 等質量自体が OKかどうかもまだ分からない.

注意 2. 空間 3体問題において、重心は常に原点とし ω = 0とすると, 3質点はある平面上を運動することが

証明できる [5, §6]. 従って, 定理 1において, 「平面」というのは本質的な仮定ではない.

注意 3. ω 6= 0の場合は, 一度 3質点が十分近づくと, その後 1つの質点は大きな速度をもち, 他の質点から

離れていき, 帰ってこない ([2, p275-283], [3, §2]). よって, この場合の振動解は 3体衝突に近づきすぎては

いけない. 従って, ω 6= 0の場合の振動解は 3体衝突から常にある程度は離れている.

注意 4. 定理 1 の解が谷川氏の数値解と一致しているかどうかは分かっていない.

以下の節では, 定理の証明を述べる.

3 定理 1の証明

定理 1の証明を行う。*3

*2 この除外される集合は explicitにはわからない
*3 いくらかあやしい点もあるので (とくに追跡性あたり)、ご指摘やアドバイスをお願いします。
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3.1 Symplectic reduction

ω = 0とする. また簡単のため等質量 m1 = m2 = m3 = 1として話を進める. 等質量でなくでも同様の議

論ができる.

xk,yk ∈ R2(k = 1, 2, 3)とする. 重心は原点に固定する:

X =

{
(x,y) ∈ T ∗R6

∣∣∣∣∣
3∑

k=1

xk =
3∑

k=1

yk = 0

}

位置は

(x1,x2,x3) 7→ (z1, z2) :=

(
1√
2
(x3 − x2),

√
2
3
(x1 −

1
2
(x2 + x3))

)

で変換し, 運動量も同様の変換をすると, 正準変換 (Jacobi変換)X → T ∗R4 が得られる. さらに, ω = 0に制

限し, 回転対称性によって同一視すると (相空間を SO(2)で割ると), T ∗(R3 − {0})上の Hamilton系になる

(symplectic reduction). {
(x,y) ∈ T ∗(R4 − {0}) |ω = 0

}
/SO(2) ∼= T ∗(R3 − {0})

この商空間における座標は, 位置は Hoph 写像

(q1, q2, q3) =
(
‖z1‖2 − ‖z2‖2, 2z1 · z2, 2z1 × z2

)
を用いて, 運動量はこれから自然に導かれる座標 pを用いる.

すると, Hamiltonianは

H(q,p) = K(q,p) − U(q), (q,p) ∈ T ∗(R3 − {0})

となる. ここで,

K(q,p) = 2‖q‖‖p‖2

U(q) =
1√

‖q‖ + q1

+
1√

‖q‖ − 1
2q1 −

√
3

2 q2

+
1√

‖q‖ − 1
2q1 +

√
3

2 q2

である.

3.2 衝突多様体

今の相空間において q → 0となることは, 質点は 3体衝突に近づくことに対応する. (近)3体衝突の様子を

詳しく調べるため, McGehee座標を導入する:

r = ‖q‖
s = r−1q

z = r
3
4 p

dτ = r−
3
4 dt

(2)
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最後の式は時間 tを新しい時間 τ に変換している. tでは有限時間で 3体衝突に至っていたのが, τ では無限の

時間かかるようになる.

すると, 方程式は

r′ = 4rv

s′ = 4z− 4vs

z′ = ∇U(s) + 3vz− 2‖z‖2s

(3)

となる. ここで, v = s · zである.

エネルギー関係式は
h = r−

1
2 (2‖z‖2 − U(s))

となる. (2)は正凖変換ではないので, 方程式 (3)は Hamilton系ではなく, hは単に不変量である.

簡単な計算から Sundman不等式が導かれる:

v′ ≥ 1
2
r

1
2 h (4)

不変集合M とM0 をとる:

M = {(r, s, z) ∈ R≥0 × S2 × R3 | h = −1}
M0 = {(0, s, z) ∈ M | 2‖z‖2 − U(s) = 0}

M はエネルギーを −1に固定したもので, 5次元多様体である. *4

M0 は 3体衝突を表しており, 今これは衝突多様体と呼ばれる不変な 4次元部分多様体となっている. M0 上

の力学系については, Moeckelらによって調べられている ([3]). (4)よりM0 上では, v′ ≥ 0である.

M0 上には 10個の不動点 Ck, C∗
k(k = 1, 2, 3), E±, E∗

± がある:

Ck =

(
0, ck,

√
U(ck)

2
ck

)
, C∗

k =

(
0, ck,−

√
U(ck)

2
ck

)

E± =

(
0, e±,

√
U(e±)

2
e±

)
, E∗

± =

(
0, e±,−

√
U(e±)

2
e±

)

ck は 3質点が同一直線上にあり, mk が他の 2質点の中点に位置するような配置に対応する:

c1 = (1, 0, 0), c2 =

(
−1

2
,−

√
3

2
, 0

)
, c3 =

(
−1

2
,

√
3

2
, 0

)

e± は正三角形の配置に対応しており, 三角形の向きによって ±を区別する:

e± = (0, 0,±1)

これらの不動点はすべて双曲的で, M0 のなかでこれらの正の固有値は, Ck が 1つ, E± が 2つ, C∗
k が 3つ,

E∗
± が 2つとなっている.

定義 2. P,Qを不動点とする. M0 において P から Qへのヘテロクリニック軌道が存在するとき, P → Qと

書く.

*4 エネルギーが正の場合は Sundman不等式より, 振動解は起こりえない. また, エネルギーが負の任意の解は, スケールと時間を変
えるとエネルギーが −1の解が得られるので, このような設定でも一般性を失わない.
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P → Qであれば, 3体問題の time reversibilityより双対的に Q∗ → P ∗ がいえる. 次のようなヘテロクリ

ニック軌道の存在が知られている.

命題 1 (Moeckel [3]). すべての質量比と任意の k, l = 1, 2, 3に対して, C∗
k → Cl が成り立つ. また, ほとんど

の質量比に対してその交わりはM0 のなかで横断的である. *5

3.3 直線 3体問題

衝突多様体の不動点から, 衝突多様体を抜け出して, また衝突多様体の別の不動点に向かうヘテロクリニッ

ク軌道について考える. それは 3質点が常に直線上にある軌道として実現する.

(McGehee座標ではなく)元の 3体問題の設定に戻って考える. α = 5
2 をパラメータとして, 直線上に質点を

x3 = α

x1 < x2 < x3 = α

x2 − x1 < x3 − x2

x1 + x2 + x3 = 0

U(x1, x2, x3) = 1

を満たすように配置する.

この配置から初速度 0で自由落下する運動を考えるとそのエネルギーは h = −1であるからM 上の軌道が

得られる.

α = 5
2 のとき, 初期配置は central configuration であり, 初期速度は 0であるから, central configurationの

まま縮小していき 3体衝突する. N(α)を x3 が x2 に衝突するまでに x1 が x2 と (3体衝突も含めて)衝突す

る回数とする.

命題 2. α → ∞のとき N(α) → ∞ である.

また, N の不連続点, すなわち
N(α) < N(α0), (α < α0)

となる α0 に対しては 3体衝突を起こす.

直感的に認められる結果であると思われるが, 厳密な証明は [5]で行われている議論と同様にしてできる.

この命題より, 各自然数 nに対して, 3体衝突するまでの間にm1 とm2 が n回衝突するような軌道 γn が取

れる. また, これは初期速度 0であるから, 負の時間経過に関しても同様な振る舞いをする. 従って, この軌道

は C2 から C∗
2 へのヘテロクリニック軌道である. 同様に, C1 から C∗

1 , C3 から C∗
3 へのヘテロクリニック軌

道 γn が存在する.

命題 3. ヘテロクリニック軌道 γn は直線 3体問題において横断的である.

証明. 初期値の位置が m3 が少し大きい方にずれたとき, その解が 3体衝突する (C∗
2 の安定多様体に入る)た

めには, m3 は小さな負の速度をもたなければならない. 一方, 負の時間において 3体衝突する (C2 の不安定

*5 4次元多様体M0 のなかで C∗
k の不安定多様体と Cl の安定多様体はともに 3次元なので, 横断的に交わらないことは滅多にない.

また、ほとんど成り立つことが期待できるような十分条件も [3]にある。後の議論でも質量に関する仮定はこれだけである。
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多様体に入る) ためには, m3 は小さな正の速度をもたなければならない. これは, 相空間のその点において

St(C∗
k)と Un(Ck)が横断的に交わっていることを意味する.

3.4 追跡性

以上の議論からヘテロクリニック軌道によって, 不動点間のグラフができる. 振動解を得るにはその中の

connecting orbitをつなげてできる道を追いかけていく軌道の存在を求める. このような追跡性の議論にはサ

イクルの何らかの意味での双曲性が必要である. 今議論しているのは flowであるから完全な意味で双曲性が

成り立つことはあり得ない. *6 しかし, ここでは C∗
k → Cl は衝突多様体に, Ck → C∗

k は直線 3体問題に制

限すると双曲的であることが示されていた. このような場合, 追跡性をもつことがいえる. 厳密にはMoeckel,

Easton, ConleyらのWindow theoryを用いる ([4]). *7

さて, 振動解の存在を述べる. 任意の数列 al に対して,

Cb1 → C∗
b1 → Cb2 → C∗

b2 → Cb3 → · · ·

というヘテロクリニック軌道の系列を考える. bl は al でないもののどちらかをとり (そのうちのどれにするか

で解の多様性は広がる), Cbl
→ C∗

bl
の部分はmal

が飛び出すヘテロクリニック軌道をとり, l が増えるに従っ

て, 飛び出した間に起こる 2体衝突の回数が増えるようにとっておく. 追跡性からこの系列を追跡していく軌

道の存在が示され, それが求めたかった振動解である.

4 定理 2の証明

定理 2の証明を行う。*8

4.1 E∗
± → E±

これまで議論してきた衝突多様体M0 のなかで, E∗
± → E± が起こることは次元の関係から期待できない.

これまで ω = 0としてきたが, ここでは角運動量の制限をなくして考える. 角運動量を制限しないまま衝突多

様体M+ を構成する.

命題 4 (Moeckel [4]). M+ には E∗
± → E± があり, その交わりはM+ のなかで横断的である.

この軌道は正三角形の配置のまま運動する周期解の角運動量を 0に近づけていった極限として得られる. そ

れは, M0 には属しない. なぜなら, McGehee座標において角運動量は ω = r1/2s × z と表されるが, ω → 0

としたとき s × z → 0 とはならず, r → 0となるからである. *9

このことからも分かるように, これは直感的には 3体が近づいていて, 360度回転するような軌道である.

*6 安定多様体と不安定多様体の intersectionが一つの軌道になり, そこで少なくとも 1次元は使ってしまうので, どうしても戻って
くるまでに次元が落ちる.

*7 ある領域W とその部分集合 ∆をとって, ∆ を一点に潰したときのW のホモロジーを考え, その代数的な変化を見たりするよう
だ.

*8 こちらはよりあやしいです。追跡性の部分と、無限にサイクルを繰り返すと角運動量が 0 になってしまわないか (0 になると
E∗

± → E± から離れてしまう)という心配がある。
*9 ここの sと zは前のものと少し違う。前は角運動量を 0と固定した後に blow upしたが、ここの sと zは角運動量を固定せずに

blow upして得られた座標である。
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4.2 二等辺 3体問題

等質量とすると二等辺 3体問題に制限することができる. 二等辺 3体問題においても前と同様に 3体衝突か

ら 3体衝突へのヘテロクリニック軌道 βn で飛び出していない 2質点が 2n回衝突するものが存在する. それ

は, 衝突多様体の構造から E± から E∗
± への軌道であり, 二等辺 3体問題に制限したところでの横断性も同様

にして分かる.

4.3 追跡性

前と同様に追跡性から振動解の存在がいえる. 結果として得られた解の角運動量は 0 ではないがかなり小

さい.
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