
������行列を用いた二体問題関係変数の偏微分係数

以下の議論では �� �� �� ���� �がいわゆるケプラー �軌道要素（軌道半長径、離心率、近点引数、軌道傾斜
角、昇交点黄経、平均近点離角）を表し、�が離心近点離角、�が真近点離角を表わす。正準変数としては
�������	変数 	�
��� �� �� 
を用い、それぞれ以下のような意味を持つとする。
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であり、離心近点離角 �と真近点離角 �の関係式である以下を頻用する。

���� 

� ��� �

� � � �
� �
� �
�� 


�� �
� �

� � � �
� �
� ���

��� � 

� ����

�� � �
��
� �
� � 


�
��� �

�� � �
��
� ���

ここでは、微分変数変換を ���
����の形式で表現することにする。軌道運動を表わす独立六変数として
は、直交座標 ��� �� �� ��� ��� ���の他に以下のような種類が考えられる。

��� �� �� ���� �� � � �いわゆる軌道 �要素
��� �� �� ���� �� � � �平均近点離角 �の代わりに真近点離角 �を用いる
��� �� �� ���� �� � � �平均近点離角 �の代わりに離心近点離角 �を用いる
�	�
��� �� �� 
� � � ��������	要素

或る変数の組から或る変数の組への微分変換のやり方は��� 
 ��通りある。
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以下ではこれらを順に追って列挙して行く。なお、本稿で使用する ���
��行列は通常の教科書にあるものと
行と列の意味が入れ替わっていることに注意する。
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以下ではまず前半部として
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式 ���の変換行列に於いては �� �� �� ���� �はすべて独立であるから
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これを用いて式 ���の第二式を �で偏微分すると

�

��
�
� � 
 � ��� � ��

��



�

��

�
��
��� ����� � �
�����

	
����


 �� � ��� � �
����� � ���� �
��� � ���� � ��� � �
������� �
��� ����



��

�� � �
��
�

��� �
��
��� � �
����

�
�� ����

�





�

��� � �
����
��� � � �
��� ���� �
��� �
� �� ����



�

��� � �
����

�
�
�� �� �

	
����



� ���� �

��� � �
����
����


 �



����

�� � �
��

��

����


 �


��� �

�

��

���� ���� ����

���
��

��





�

� ��� �
��

����
� �

��





�

��
��� � 


	�


�
��� � ����

同様にして式 ���の第二式を �で偏微分すると

�

��
�
� � 
 � ��� � ��

��



�

��

�
��
��� ����� � �
� ����

	
����


 � ������� � �
����� � ���� �
��� � ���� � ��� � �
������ ��� � ����



� ����
�� � �
��

� ��� �
��
��� � �
����

� ���� ����



�

��� � �
����
�� ������� � �
� ��� � �������� �
���� ����



����

��� � �
����
��� ��� ����



�� ���� �

��� � �
����



� �

����

�
����


 ����
� �

����
���� ���� ����

���
��

��





� �

��� �

��
����

� �

����






� ����

�� � �
��

�

����



��

�
���� ���� ����

以上より、式 ���は以下のようになる。�
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式 ����の変換行列に於いては �� �� �� ���� �はすべて独立であるから
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これを用いてケプラー方程式 �!��"方程式
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の両辺を �で偏微分すると、
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同様に式 ����の両辺を �で偏微分すると

��

��
� � �
�

��

��



��

��

 � ����

��� ��� � �
���
��

��

 � ����

���
��

��



�

�� � �
��



�

�
����

�
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この変換は �� � ��� ��と経由して行けば良く、
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同様に、	�
の定義を用いて �を正準変数で表すと
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また � 
 �であるからして、�は他のすべての軌道要素 ��� �� ���� �� に対して独立。従って
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同様に ����の両辺を�で偏微分すると
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他の変数からはすべて独立なので
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となる。従って式 ����の変換行列は以下のようになる。
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順変換×逆変換＝単位行列？

以上の検算を兼ね、以下の変換行列を計算してみる。これは原理的に単位行列になるべきである。
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自明でない各成分についてそれぞれ計算を行うと以下のようになる。
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以上より、変換行列 �����は
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となり、各々の変換行列の計算が正しかったことが示された。
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