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0. 重力少体系

前回 ま で に 小久保英一郎先生に よ り 講義が 行わ れ た「 重力多体系」 と い う 言葉に 関し て は そ れ

ま で に も 耳に し たこ と の あ る 人が 多い と 思う 。 し か し 「 重力少体系」 と い う 用語は あ ま り 聞き 馴

れ たも の で は な い 。「 重力少体系」 な ど で は な く 「 重力少数体系」 と い う 用語を使え と い う 人も 居

る よ う だ が 、 そ れ で は 何故「 重力多数体系」 と は 言わ な い の か と い う 疑問も あ る 。 ま たあ る 人は

「 重力少数多体系」 と い う 用語を使う べ き だ と 主張す る が 、 こ ちらは か な り 意味不明で あ る 。

重力多体系の 研究と 重力少体系の 研究に は 粒子の 数N以外 に 本質的な 違い 無い 。 敢え て 違い を

述べ る と す れ ば 、 個々 の 粒子の 具体的な 軌 道が ど の く らい 問題に さ れ る の か ど う か と い う 点に あ

る と 言え る か も し れ な い 。 典型的な 重力多体系で あ る 恒星系力学や 微惑星集積の 問題に 於 い て も

各 々 の 粒子の 軌 道が 正確に 決ま る こ と は 大き な 前提条件と な る の だ が 、 学術的な 興味は 個々 の 軌

道ひ と つ ひ と つ よ り も そ う し た軌 道群が 全体と し て 織り 成す 統計的性質で あ る こ と が 多い 。 そ れ

に 対し て 重力少体系の 問題、 例え ば 太陽系惑星の 軌 道進化 計算は 、 特定の 惑星の 軌 道の 長年変化

を出来る だ け 正確に 知ろ う と す る も の で あ る 。 こ う い う 場合に は 個々 の 惑星の 軌 道変動を精密か

つ 極め て 高速に 計算で き る 算法が 必要と さ れ る 。 ま たそ の 定義に よ り 重力少体系に 於 け る 粒子数

は 少な い の で (太陽系惑星の 例で 言え ば せ い ぜ い N = 9)、 重力多体系の 際に 役に 立っ た専用計算

機GRAPE シ ステ ム の お 世話に な る こ と も 効率的と は 言え な い 。

こ の よ う な 重力少体系の 力学計算 (「 小Nを高速か つ 精密に 解 く 」 ) に 於 い て 現在も っ と も 広

く 使わ れ て い る の が シ ン プレクテ ィク数値積分法で あ る 。 ハ ミ ルト ン 系の 時間発展が 正準変換で

あ る と い う 事実に 立脚す る シ ン プレクテ ィク数値積分法は 、 太陽系惑星の よ う な 微小摂動系に 於

い て は 比類無く 高速か つ 高精度で 動作す る 。 本講義で は シ ン プレクテ ィク数値積分法の 概 要を駆

け 足で 眺め つ つ 、 惑星科 学・ 天文学の 領域に 於 い て シ ン プレクテ ィク数値積分法が 果 たし て い る

役割 に つ い て 簡単に お さ らい し て みたい 。

惑星科 学・ 天文学に 於 い て シ ン プレクテ ィク数値積分法が 使わ れ る の は 専ら微小摂動系で あ る

(例え ば ケプラ ー 運動に 近い 惑星や 小天体の 運動、 自由回 転に 近い 剛体の 運動な ど )。 こ の よ う な

系に 於 け る シ ン プレクテ ィク数値積分法利用の 利点は 以下 の よ う な も の が あ る 。

1. 微小摂動系に 於 い て は 高速に 求解 が 可 能で あ る

2. 系の 時間発展の 正準変換性 (シ ン プレクテ ィク性) が 保存さ れ る

3. 全エ ネ ルギー が 永年誤差無し で 保存さ れ る

4. 重力多体系を扱う 際に は 角 運動量が (丸目誤差の 範囲内で ) 厳密に 保存さ れ る

5. 偶数次の 方法は 時間対称性を持つ

6. 解 析力学お よ び 正準変換摂動論を用い て 理論体系が 明瞭に 構築さ れ る
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他の 方法、 例え ば 小久保英一郎先生が 解 説し た対称型スキー ム (symmetric scheme) な ど と 比

較 し て 特に 重要な の は 1. で あ ろ う 。 2. は シ ン プレクテ ィク数値積分法の 定義の よ う な も の で あ り 、

そ の 作り 方か ら必然的に 導か れ る 性質が 3. で あ る 。 本講義で 4., 5.を説明し て い る 時間は な い か

も し れ な い 。 6. は 好みの 問題で あ る が 、 天体力学の 研究に 必要と な る 解 析力学お よ び 正準変換摂

動論の 知識が あ れ ば と て も 素直に シ ン プレクテ ィク数値積分法を理解 で き る こ と は 事実で あ ろ う 。

1. 必要な 知識の 簡単復習

シ ン プレクテ ィク数値積分法の 基本原理の 理解 に は ハ ミ ルト ン 力学の 知識が 必要と さ れ る 。 と

は 言え 惑星系力学への 応用に 使う く らい で あ れ ば さ ほど 深遠 な 知識は 必要な く 、 学部 2,3年生が 期

末試験で 単位を取れ る く らい の 物事を知っ て い れ ば 良い だ ろ う 。

以下 の 内容は 解 析力学を扱っ た教科 書で あ れ ば 何に で も 書い て い る 事柄ば か り で あ る の で 、 よ

り 詳細に つ い て は 末尾に 挙げ たよ う な 教科 書で 勉強し て 頂き たい 。 一部の 内容は 現在で は 古い 天

体力学の 教科 書や 文献に し か 記 さ れ て い な い か も し れ な い の で 、 そ の 場合に は 自力で 調べ る か 、

身近に い る 天体力学の 古豪達に 尋ね て 理解 し よ う 。

1.1 ラ グラ ン ジ ュ形式

質点m の 運動エ ネ ルギー T と ポ テ ン シ ャ ルエ ネ ルギー V が 以下 の よ う に 表さ れ る と す る 。

T =
m

2

(

ẋ2 + ẏ2 + ż2
)

, V = V (x, y, z) (1)

い わ ゆ る 運動方程式と は こ の 場合以下 で あ る 。

mẍ = −
∂V

∂x
, mÿ = −

∂V

∂y
, mz̈ = −

∂V

∂z
(2)

こ の と き 次の 量が ラ グラ ン ジ アン (Lagrangian) と 呼ば れ る 。

L(x, y, z, ẋ, ẏ, ż) ≡ T − V (3)

ラ グラ ン ジ アン Lをx, y, zで 偏微分す る と

∂L

∂x
= −

∂V

∂x
,

∂L

∂y
= −

∂V

∂y
,

∂L

∂z
= −

∂V

∂z
(4)

同様に し て ラ グラ ン ジ アン Lを ẋ, ẏ, ż で 偏微分す る と

∂L

∂ẋ
= −

∂V

∂ẋ
,

∂L

∂ẏ
= −

∂V

∂ẏ
,

∂L

∂ż
= −

∂V

∂ż
(5)

こ れ よ り 元の 運動方程式 (2) は 以下 に な る 。

d

dt

(

∂L

∂ẋ

)

−
∂L

∂x
= 0,

d

dt

(

∂L

∂ẏ

)

−
∂L

∂y
= 0,

d

dt

(

∂L

∂ż

)

−
∂L

∂z
= 0 (6)

こ の (7)をラ グラ ン ジ ュの 方程式と 呼ぶ 。 よ り 高自由度の 問題を考え る 場合に は x, y, zの 代わ り に

一般化 さ れ た座標 qj)を考え て

d

dt

(

∂L

∂q̇j

)

−
∂L

∂qj
= 0, (j = 1, . . . , N ) (7)

と な る 。 N は 系の 自由度で あ る 。
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1.2 ハ ミ ルト ン 形式

1.2.1 正準方程式

前節の 末尾で 考え た座標 qjを今後は 一般化 座標と 呼ぶ こ と に す る 。 こ れ に 対す る 一般化 運動量

pjを以下 の よ う に 定義す る 。

pj =
∂L

∂q̇j
(j = 1, . . . , N ) (8)

こ こ で 唐突で あ る が 以下 の 関数Hを導入す る 。

H ≡
N
∑

j=1

pj q̇j − L(qj, q̇j)

=
N
∑

j=1

∂L

∂q̇j
q̇j − L(qj , q̇j)

= H(q1, . . . , qN , q̇1, . . . , q̇N)

= H(q1, . . . , qN , p1, . . . , pN) (9)

式 (9) で 定義さ れ る H が ハ ミ ルト ニ アン (Hamiltonian) で あ る 。 式 (9) の 末尾で は

q̇j = q̇j(q1, . . . , p1, . . .) (10)

と 書け る 事実か ら q̇jを消去し 、 そ の 代わ り に pjを導入し て い る 。 ちな みに 、 一般的に は ハ ミ ルト

ニ アン (9) は 時刻 t に 陽に 依存し て も 良い 。 そ の 場合に は 変数を一組増や し たり す る こ と で ま っ た

く 同様な 定式化 を進め て 行く こ と が 出来る 。

式 (9) の ハ ミ ルト ニ アン を一般化 運動量 pj で 偏微分す る 。

∂H

∂pj
=

∂

∂pj

(

N
∑

k=1

pkq̇k − L(q1, . . . , qN , q̇1, . . . , q̇N)

)

= q̇j +
N
∑

k=1

pk
∂q̇k

∂pj
−

N
∑

k=1

pk
∂L

∂q̇k

∂q̇k

∂pj

= q̇j +
N
∑

k=1

(

pk −
∂L

∂q̇k

)

∂q̇k

∂pj

= q̇j (11)

今度は Hを一般化 座標 qj で 偏微分す る 。

∂H

∂qj
=

∂

∂qj

(

N
∑

k=1

pk q̇k − L(q1, . . . , qN , q̇1, . . . , q̇N)

)

=
N
∑

k=1

pk
∂q̇k

∂qj

−
N
∑

k=1

(

∂L

∂q̇k

∂q̇k

∂qj

+
∂L

∂qk

∂qk

∂qj

)

=
N
∑

k=1

(

pk −
∂L

∂q̇k

)

∂q̇k

∂qj
−

∂L

∂qj

= −
∂L

∂qj
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= −
d

dt

∂L

∂q̇j
(··· (7))

= −ṗj (12)

以上よ り 得られ る の が 以下 の ハ ミ ルト ン の 運動方程式で あ る 。

q̇j =
∂H

∂pj
, ṗj = −

∂H

∂qj
(j = 1, . . . , N ) (13)

こ れ をも と も と の 運動方程式 (2) と 比較 す る と 、 N本の 二階 微分方程式方程式が 2N本の 一階 微

分方程式に な っ て い る こ と が わ か る 。 な お 式 (13)正準運動方程式と も 呼ば れ る 。 こ の 時 2N個の

変数セ ッ ト qj, pj(j = 1, . . . , N ) は 正準変数と 呼ば れ 、 qj と pj は 正準共役で あ る と 言う 。

1.2.2 ハ ミ ルト ニ アン の 物理的意味

ラ グラ ン ジ アン L が 時刻 tを陽に 含ま な い 場合に は

∂L

∂q̇j
=

∂T

∂q̇j
(14)

で あ る 。 こ こ で T は q̇j の 二次の 同次式

q̇2
1 + q̇2

2 + q̇2
3 + . . .

で あ る か ら以下 が 成り 立つ 。
N
∑

j=1

q̇j
∂T

∂q̇j
= 2T (15)

従っ て

H =
N
∑

j=1

pj q̇j − L(qj, q̇j)

=
N
∑

j=1

∂L

∂q̇j
q̇j − L

= 2T − (T − V )

= T + V (16)

と 言う わ け で 、 ハ ミ ルト ニ アン H は 系の 全エ ネ ルギー と い う 意味合い を持つ 。 H が 時刻 tを陽に

含ま な い 場合に は
∂H

∂t
= 0

な の で

dH

dt
=

N
∑

j=1

(

∂H

∂pj
ṗj +

∂H

∂q̇j
q̇j

)

= 0 (17)

と な り 、 ハ ミ ルト ニ アン は 時刻に 対し て 一定の 保存量と な る 。 つ ま り エ ネ ルギー 積分で あ る 。
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1.2.3 循環座標

ハ ミ ルト ニ アン H(q1, . . . , qN , p1, . . . , pN) が こ の う ちひ と つ の 座標、 例え ば qjを含ん で い な い

場合、 qj は 循環座標と 呼ば れ る 。 循環座標に 共役な 正準変数は 運動の 積分 (定数) と な る 。

∂H

∂qj
= −ṗj = 0, ··· pj =一定 (18)

1.3 正準変換

正準変換に つ い て 記 し 出す と そ れ だ け で 分厚い 書籍が 何冊も 書け て し ま う 。 こ こ で は 大概 の 詳

細を一挙に 踏み倒し て 必要な 結論だ け を述べ る 。 正準運動方程式 (13)を再度書く と

q̇j =
∂H

∂pj
, ṗj = −

∂H

∂qj
(j = 1, . . . , N ) (19)

で あ る が 、 こ こ で (qj, pj) か ら (Qj, Pj)への 変数変換を行っ たと す る 。

{

Qj = Qj(q1, . . . , qN , p1, . . . , pN)

Pj = Pj(q1, . . . , qN , p1, . . . , pN)

こ の 時 (Qj, Pj) に 関し て 再び 正準型の 方程式

Q̇j =
∂H̃

∂Pj
, Ṗj = −

∂H̃

∂Qj
(j = 1, . . . , N ) (20)

H̃ = H̃(Q1, . . . , QN , P1, . . . , PN) (21)

が 成立す る な らば 、 変数変換 (qj, pj) → (Qj, Pj) は 正準変換で あ る と 言う 。 H̃ は 新し い 系で の ハ

ミ ルト ニ アン で あ る 。

正準変換に 関す る 定義や 性質は 星の 数ほど あ る の で 、 詳細に つ い て は 末尾に 掲載し た参考文献

を参照し て 勉強し て ほし い 。

1.3.1 正準変換の 合成

或る 変数変換 (q, p) → (q∗, p∗) が 正準変換で あ り 、 別の 変数変換 (q∗, p∗) → (q∗∗, p∗∗) も 正準

変換で あ る と き 、 変数変換 (q, p) → (q∗∗, p∗∗) は 正準変換と な る 。 こ れ に つ い て の 証明は ど の 教

科 書に も 載っ て い る の で こ こ に は 記 さ な い 。

1.3.2 シ ン プレクテ ィク行列と 正準変換

変数変換 (q, p) → (Q, P ) の ヤ コビ 行列

M =
∂(Q1, . . . , QN , P1, . . . , PN)

∂(q1, . . . , qN , p1, . . . , pN)
=















∂Q1
∂q1

∂Q2
∂q1

· · · ∂PN

∂q1
∂Q1
∂q2

∂Q2
∂q2

· · · ∂PN

∂q2

· · · · · ·
. . . · · ·

∂Q1
∂pN

∂Q2
∂pN

· · · ∂PN

∂pN















(22)
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お よ び 以下 で 定義さ れ る シ ン プレクテ ィク行列Jを考え る 。 但し は 成分が す べ て 0 の 行列、  は

単位行列を表す 。

J =

(

 

− 

)

=















































1 0 · · · 0 0

0 0 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 0

0 0 · · · 0 1

−1 0 · · · 0 0

0 −1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · −1 0 0
0 0 · · · 0 −1















































. (23)

こ の と き 以下 が 成り 立つ 。

変数変換 (q, p) → (Q, P ) が 正準変換⇐⇒ MTJM = J

1.4 Poisson括 弧

A, Bを正準変数 (q, p) の 任意関数と す る 。 こ の 時Poisson 括 弧 {A, B}(q,p) は 以下 で 定義さ れ る 。

{A, B}(q,p) ≡
N
∑

i=1

(

∂A

∂qi

∂B

∂pi
−

∂B

∂qi

∂A

∂pi

)

(24)

通常は 添字を省略し て 単に {A, B}と 書く 場合が 多い 。 ま た {, }を利用す る 流儀 は 主流で は な い

よ う で あ り 、 物理学の 教科 書で は Poisson 括 弧が [A, B] と 記 さ れ て い る こ と が 多い よ う で あ る 。 し

か し 天体力学の 分野で は ほと ん ど の 場合{A, B}と 記 す 。

1.4.1 Poisson 括 弧の 性質

Poisson 括 弧は シ ン プレクテ ィク数値積分法の 基礎理論に 於 い て 致命的に 重要な 役割 を果 たす 。

証明は 略す が 特に 以下 の 性質は 重要で あ る 。

変数変換 (q, p) → (Q, P ) が 正準変換で あ る ⇐⇒

{Qi, Pj}(q,p) = δij か つ {Qi, Qj}(q,p) = {Pi, Pj}(q,p) = 0 (i, j = 1, . . . , N )

Poisson 括 弧に つ い て は 他に も 重要な 性質が 多い 。

• {A, B} = −{B, A}

• λ1, λ2を定数と す る と {A, λ1B + λ2C} = λ1 {A, B} + λ2 {A, C}

• {AB, C} = A {B, C} + {A, C}B

• {{A, B}, C} + {{B, C}, A}+ {{C, A}, B} = 0 (Jacobi恒等式の 一種)
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1.4.2 Poisson 括 弧と 正準方程式

Poisson 括 弧の 定義に よ り 、 ハ ミ ルト ン の 正準方程式 (13) は 以下 の よ う に 書き 換え られ る 。 負号

が 消え て むし ろ す っ き り し たか も し れ な い 。

q̇j = {qi, H} , ṗj = {pi, H} (25)

1.4.3 Poisson 括 弧と 正準不変量

Poisson 括 弧の 値は 正準変換に 対し て 不変で あ る 。 即ち (q, p) → (Q, P ) と い う 正準変換を念頭

に 置く 場合、

{A, B}(q,p) = {A, B}(Q,P ) (26)

が 成立す る 。

Poisson 括 弧を使う と 任意関数F (q, p, t) の 時間微分は 以下 の よ う に な る 。

d

dt
F (q, p, t) =

N
∑

i=1

(

∂F

∂qi
q̇i +

∂F

∂pi
ṗi

)

+
∂F

∂t

=
N
∑

i=1

(

∂F

∂qi

∂H

∂pi
−

∂F

∂pi

∂H

∂qi

)

+
∂F

∂t

= {F, H}+
∂F

∂t
(27)

F が 時刻 tを陽に 含ん で い な け れ ば

dF

dt
= {F, H} (28)

と な る の で 、 こ こ で F = H の 場合を考え る と

dH

dt
= {H, H} = 0 (29)

と な り 、 ハ ミ ルト ニ アン H が 定数で あ る 事実が 得られ る 。 ま たF が tを陽に 含ま ず 、 且 つ

{F, H} = {H, F} (30)

が 成立す る な らば 、

{F, H} = −{H, F} = {H, F} (31)

と な る の で 結局 {F, H} = {H, F} = 0 と な り 、 式 (28) の 結果 よ り F は 定数と な る 。 即ち時刻を陽

に 含ま ず 且 つ ハ ミ ルト ニ アン と 交換可 能な 量は 運動の 積分に な る こ と が わ か る 。

1.5 ハ ミ ルト ン 系の 時間発展と 正準変換

こ こ の 議論も か な り の 経過 を踏み倒し たも の で あ る が 、 本講義の 目的に は と り あ え ず 結論だ け

を覚 え て も らえ ば 良い 。 結論と は 、 正準方程式 (13) の 解 (q, p) の 時間発展

(

q(t)

p(t)

)

→

(

q(t + τ)

p(t + τ)

)
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は 正準変換で あ る と い う 事実で あ る 。 こ の 事実は シ ン プレクテ ィク数値積分法が 基く 根本的な 原

理で あ る 。

正準方程式の 解 の 時間発展が 厳密に 正準変換に な っ て い る こ と の 雰囲気的な 説明は 様々 な 教科

書に な さ れ て い る が 、 論理的に 厳密な も の は ほと ん ど お 目に 書か らな い 。 以下 で は 、 変数変換

(q, p) → (Q, P ) が 正準変換で あ る と い う 事実と 、 シ ン プレクテ ィク行列J , 変数変換の ヤ コビ 行

列M ≡ ∂(Q, P )/∂(q, p) が MJMT = J あ る い は MTJM = J と い う 関係を満たす こ と が 同値で

あ る と い う 事実を利用し て い る (証明略)。

2n × 2n の シ ン プレクテ ィク行列J は (23) で 定義し た。 シ ン プレクテ ィク行列J は そ の 成分か

ら明らか な よ う に

J2 = −, det J = 1, (32)

JT J = , ··· JT = −J = J−1, (33)

と い う 性質が あ る 。 こ こ で (q, p)を2n個の 正準変数セ ッ ト と す る 。 S(q, p)をq, p の 任意関数と

し 、 以下 の 方程式に よ り パ ラ メ ー タ τを導入す る 。 関数Sを用い て τを定義す る と 言い 換え て も

良い 。
dq

dτ
=

∂S

∂p
,

dp

dτ
= −

∂S

∂q
. (34)

こ こ で z = (q, p) と 置く と (z ひ と つ で q と pを代表さ せ る )、 式 (34) は 一本に 纏ま り 、 以下 の

よ う に な る 。
dz

dτ
= J

∂S(z)

∂z
. (35)

方程式 (35) の 解 は 2n個の 積分定数 c1, c2, . . . , c2nを含む。 と こ ろ で 、 式 (35) の よ う な 自励系の

解 が z = z(t) で あ る 時、 cを定数と し て z(t + c) も 解 で あ る こ と が 一般的に 言え る 。 こ れ よ り 、 2n

個の 積分定数の う ちど れ か は パ ラ メ ー タ τ に 対す る 付加 定数で あ る と い う こ と に な る 。 従っ て 、 積

分定数 c1 が こ の 付加 定数に 相当す る と す る と 、 方程式 (35) の 解 は 以下 の よ う に 書く こ と が で き る 。

z = z(τ + c1, c2, . . . , c2n). (36)

こ こ で 初期値に 相当す る 量、 つ ま り τ = 0 で の zをz(0) と 書く こ と に す る 。 即ち以下 で あ る 。

z(0) = z(c1, c2, . . . , c2n). (37)

式 (37)をc1 か ら c2n に 関す る 連立方程式と 看倣し て 各 cj に つ い て 解 き 、 そ れ をz の 式 (36) に 代

入す る と 、 形式的に 以下 の 結果 を得る 。

z = z(z(0); τ). (38)

以下 で は 、 上記 の よ う に し て 得られ た変換z(0) → z が 正準変換に な っ て い る こ と を示す 。 ま ず 、

形式解 (38)を方程式 (35) に 代入す る 。

d

dτ
z(z(0); τ) = J

∂S(z)

∂z
. (39)

次に 、 式 (39) の 両辺をz(0) で 偏微分す る 。 変数変換z(0) → z の ヤ コビ 行列M

M ≡



















∂z1

∂z
(0)
1

∂z2

∂z
(0)
1

· · · ∂z2n

∂z
(0)
1

∂z1

∂z
(0)
2

∂z2

∂z
(0)
2

· · · ∂z2n

∂z
(0)
2

· · · · · ·
. . . · · ·

∂z1

∂z
(0)
2n

∂z2

∂z
(0)
2n

· · · ∂z2n

∂z
(0)
2n



















, (40)
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を考え る と 、 式 (39) の 左辺をz(0) で 偏微分し た結果 は 行列 dM/dτ と な る 。

次に 右辺だ が 、 偏微分す る 前の 式 (39) の 右辺は 列ベ クト ル

J ×















∂S
∂z1
∂S
∂z2
...

∂S
∂z2n















(41)

に な っ て い る 。 こ こ で 出て 来る ベ クト ル ∂S

∂z(z()
)
をベ クト ルz(0) で 偏微分し て 出来上が る 2n×2n

の 行列を考え る 。 こ の 行列の (i, j)成分は 以下 の よ う に な る は ず で あ る 。

∂

∂z
(0)
j

(

∂S(z(z(0)))

∂zi

)

=
2n
∑

k=1

∂

∂zk

(

∂S(z(z(0)))

∂zi

)

∂zk

∂z
(0)
j

. (42)

式 (42) は ∂
∂zk

(

∂S(z(z(0)))
∂zi

)

を (i, k)成分と す る 行列 (こ れ をSzz と 書く ) と ∂zk

∂z
(0)
j

を (j, k)成分と

す る 行列 (こ れ は M そ の も の ) の 積の (i, j)要素を表し て い る 。 従っ て 、 式 (39) の 右辺をz(0) で 偏

微分し た結果 は 行列JSzzM と な る 。 と い う こ と で 結局

d

dτ
M = JSzzM (43)

と な る が 、 式 (43) の 両辺を転置す る と

d

dτ
MT = −MT SzzJ (44)

と な る 。 こ れ は JT = −J と い う 事実よ り 明らか で あ る 。

こ こ で 唐突だ が 、 行列MTJMを τ で 微分し て みよ う 。 J は 定数行列な の で

d

dτ

(

MT JM
)

=

(

d

dτ
MT

)

JM + MT J

(

d

dτ
M

)

, (45)

と な る 。 こ の 式 (45) の 右辺に 出て 来る dM
dτ と

dMT

dτ に 、 上で 得られ た結果 で あ る (43) と (44)を代

入す る 。 シ ン プレクテ ィク行列J の 性質 (32)(33) よ り 、

d

dτ

(

MT JM
)

= −MT SzzJ · JM + MTJ · JSzzM

= MT SzzM − MT SzzM

= . (46)

τ に よ る 微分が 0 に な る の で あ る か ら、 式 (46)をτ で 一回 積分す る と

MT JM = (定数行列), (47)

と な る 。 式 (47) は ヤ コビ 行列M の 中に パ ラ メ ー タ τへの 依存性を含ん で い る 。 定数行列が 何で あ

る か を求め る ため に τ = 0 す な わ ちz = z(0) と 置く と 、 M の 定義か ら

Mτ=0 = , (48)
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と な る の で 、 式 (47) の 定数行列は

(定数行列) = T J = J, (49)

で あ る こ と が わ か る 。 故に 結局

MT JM = J, (50)

と な る 。 M は 変数変換z(0) → z の ヤ コビ 行列で あ る か ら、 こ れ と シ ン プレクテ ィク行列J の 間に

式 (50) と い う 関係が 成り 立つ と い う こ と は 、 即ち変数変換z(0) → z が 正準変換で あ る こ と を意味

し て い る 。 も ちろ ん そ の 逆変換、 z → z(0) も 正準変換と な る 。

こ こ ま で は S(z(z(0)))をz の 任意関数、 τを式 (34) で 導入さ れ る パ ラ メ ー タ と し て 来た。 こ こ

に 至っ て Sをハ ミ ルト ニ アン H(z) = H(q, p) と 置け ば 、 方程式 (34) は 正準変数セ ッ ト (q, p) と

ハ ミ ルト ニ アン H が 支配す る 系の 正準方程式を表し 、 τ は 時刻変数 t の 意味を持つ 。 と な れ ば 、 上

述し たz(0) → z が 正準変換で あ る と は 、 ハ ミ ルト ニ アン H が 支配す る 系の 時間発展 (t = 0 か ら

t = τ ま で ) が 正準変換で あ る こ と を示し て い る に 他な らな い 。 上記 の 説明で は τ の 大き さ に 関し

て は 何らの 制約も 与え て お らず 、 無限小か ら有限の 値ま で の τ に つ い て 同等な 議論が 成立す る 。

2. シ ン プレクテ ィク数値積分法の 基礎

シ ン プレクテ ィク数値積分法は こ こ 10年ほど で 天文学の 世界 に 完全に 浸透し 、 驚く べ き 速度で

進歩を続け て い る 。 図1に は そ の 発展系統樹の 極く 一部を示し た。 本講義で 解 説す る の は 図1の 上

部左側、 シ ン プレクテ ィク数値積分法の 一般理論計算機専門委員会 か らH = T (p) + V (q)型の 陽

解 法、 二次の 方法、 混合変数型の 方法、 Jacobi座標の 辺り ま で で あ る 。

2.1 ハ ミ ルト ニ アン の 分割

ハ ミ ルト ン の 正準運動方程式を再び 書き 下 す と

dq

dt
=

∂H

∂p
,

dp

dt
= −

∂H

∂q
(51)

で あ る が 、 便宜的な 変数 zを使っ て 上記 二本をま と め て 書い て みる 。

dz

dt
= {z, H(z)} , (52)

z は 「 q ま たは p」 と い う 意味で あ る 。 こ こ で 微分演 算子 { , G}を以下 の よ う に 導入す る 1。

{ , G}F ≡ {F, G} . (53)

す る と 正準方程式 (52) は 以下 の よ う に 書け る 。

dz

dt
= { , H} z. (54)

こ の 方程式 (54) に つ い て 、 時刻 t = 0 か ら t = τ ま で の z(t) の 時間発展を表現す る 形式的な 解 は

以下 の よ う に 書け る 。

z(τ ) =
[

eτ{ , H}
]

z(0). (55)

1後々 に な る と こ の { , G}を便宜上DG な ど と 表記 す る こ と が 出て 来る か も し れ な い 。 勿論{ , G} = DG で あ る 。
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但し 解 (55) は 飽く ま で 形式的な 解 で あ る こ と を強調し て お く 。 私達が 必要な 形に 「 解 け た」 わ

け で は な い 。 あ る 種の 特殊な 系で な け れ ば 一般の 問題に つ い て 解 (55)を解 析的に 簡単な 形で 表現

す る こ と は 出来な い 。 シ ン プレクテ ィク数値積分法と は 、 上手い 工夫を行う こ と で 解 析的に で は

な く 数値的に 解 (55)を求め よ う 、 し か も 出来る だ け 高速か つ 精密に 求解 し よ う と い う 目的を達成

す る ため の 方法で あ る 。 そ の 依拠す る 所は 唯一、 ハ ミ ルト ニ アン を積分可 能 (求積可 能) な 部分に

分割 す る と い う 点で あ る 。

こ こ で は 以下 の よ う に 自明に 分割 可 能な ハ ミ ルト ニ アン を考え る 。 例え ば T (p) は 運動エ ネ ル

ギー , V (q) は ポ テ ン シ ャ ルエ ネ ルギー で あ る 。

H = T (p) + V (q). (56)

す る と 形式的な 解 (55) は

z(τ ) = eτ (A+B)z(0), (57)

と な る 。 但し

A ≡ { , T} ま たは DT , B ≡ { , V } ま たは DV , (58)

で あ る 。

こ の よ う に 分割 可 能な ハ ミ ルト ニ アン の 各 成分T (p) と V (q) に 関す る 時間発展

zA(τ ) = eτAzA(0), (59)

zB(τ ) = eτBzB(0). (60)

は 正準変換 (シ ン プレクテ ィク変換) に な っ て い る 。 例え ば (59) の 場合に つ い て 見て みる 。 こ の

場合の T (p) に つ い て の 正準方程式を書き 下 す と

dq

dt
=

∂T (p)

∂p
,

dp

dt
= −

∂T (p)

∂q
. (61)

T (p) は qを含ま な い の で
dp

dt
= 0, (62)

従っ て p は 定数、 よ っ て T (p) も 定数と な る 。 だ か ら

dq

dt
=

∂T (p)

∂p
, (63)

は 定数 p の 関数で あ り 、 こ れ ま た定数で あ る 。 従っ て 定数Cを使っ て

q = Ct + q0, (64)

と い う 感じ に 書け 、 式 (62)(64) は 粒子が 位相空間 (q, p)内で q方向に 等速直線運動す る こ と を表す 。

ま っ たく 同様に し て 式 (60) に 関す る V (q) に つ い て の 正準方程式

dq

dt
=

∂V (p)

∂p
,

dp

dt
= −

∂V (p)

∂q
(65)

か らは 位相空間 (q, p)内で の p方向の 等速直線運動と い う 解 が 得られ る 。 シ ン プレクテ ィク行列

を書き 下 す ま で も な く こ う し た位相空間内で の 等速直線運動は 面積保存か つ 正準変換に な っ て い
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る 。 正準変換の 一般的性質よ り 、 正準変換を連続さ せ た変換は や は り 正準変換に な る の で 、 写像

eτAeτB は や は り 正準変換に な る 。 と い う わ け で 分割 可 能な ハ ミ ルト ニ アン に つ い て は そ の 時間発

展を正準変換性を損わ ず に 計算す る こ と が 可 能で あ る こ と が 示さ れ た。

z に 対す る 時間発展 (57) の 演 算子 eτ (A+B) を τ に つ い て テ イラ ー 展開 す る と

eτ (A+B) = 1 + τ(A + B) +
τ2

2
(A + B)2 + O(τ 3)

= 1 + τ(A + B) +
τ2

2

(

A2 + 2AB + BA + B2
)

+ O(τ 3) (66)

こ こ で は 演 算子A, B が 一般に は 可 換で は な い (AB 6= BA) で あ る こ と に 注意す る 。 一方、 ハ ミ ル

ト ニ アン が 分割 可 能で あ る こ と を意識し た eτAeτB の テ イラ ー 展開 は

eτAeτB =

(

1 + τA +
τ2

2
A2 + O(τ 3)

)(

1 + τB +
τ2

2
B2 + O(τ 3)

)

= 1 + τ(A + B) +
τ2

2

(

A2 + 2AB + B2
)

+ O(τ 3) (67)

と な り 、 真の 解 の 展開 (66) と は O(τ ) ま で 一致し て い る こ と が わ か る 。 即ち (67) の よ う に し て z の

時間発展を追う 方法は 一次の 解 法で あ る 。

2.2 BCH公式と 代理ハ ミ ルト ニ アン

非可 換な 演 算子 (作用素) X, Y の 指数関数の 展開 に 関す る Baker–Campbell–Hausdorff (BCH)

公式と い う も の が あ る 。 eXeY が

eXeY = eZ , (68)

と 書け る 時、 Z が 以下 の 形をし て い る と い う も の で あ る 。

Z = X + Y +
1

2
[X, Y ] +

1

12
([X, [X, Y ]] + [Y, [Y, X ]]) +

1

24
[X, [Y, [Y,X]]] + · · · , (69)

[X, Y ] ≡ XY − Y X (70)

BCH公式を適用す る と 、 一次の シ ン プレクテ ィク数値積分法に つ い て は

eτ{ , T }eτ{ , V } = eτ{ , H̃1st}, (71)

の よ う に 書け 、

H̃1st = T + V +
τ

2
{T, V }+

τ2

12
({{T, V }, V } + {{V, T}, T}) +

τ3

24
{{{T, V }, V }, T}+ · · · , (72)

と な る 。 二次の 公式に つ い て も 同様に

e
τ
2
{ , T }eτ{ , V }e

τ
2
{ , T } = eτ{ , H̃2nd}, (73)

H̃2nd = T + V + τ2
(

1

12
{{T, V }, V } −

1

24
{{V, T}, T}

)

+ O(τ 4), (74)

で あ る 。 同様に し て n次の 公式と 代理ハ ミ ルト ニ アン (surrogate Hamiltonian) H̃nth は 以下 の よ

う に な る 。 Herr は 誤差ハ ミ ルト ニ アン (error Hamiltonian) と 呼ば れ て い る 。

H̃nth = H + Herr + O(τn+1), (75)

13



図 2. 一次元調和振動子の 運動を一次シ ン プレクテ ィク数値積分法と オイラ ー 法で 解 い た場合の

解 (q, p)。 実線が シ ン プレクテ ィク数値積分法に よ る 解 、 点線が オイラ ー 法に よ る 解 。 吉田春夫

(1995) よ り 引用。

3. 参考文献

シ ン プレクテ ィク数値積分法そ の も の に つ い て の 文献に 加 え て 、 シ ン プレクテ ィク数値積分法

の 理解 の 手助け に な る 解 析力学の 教科 書や 正準変換摂動論に 関す る 文献の 一部を挙げ て お く 。 入

手し や す い (少な く と も 国立天文台三鷹の 図書室に 行け ば 閲覧可 能な ) も の に 絞っ た。
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図 3. 一次元調和振動子の 真の 解 (q, p) と 一次シ ン プレクテ ィク数値積分法が 与え る 不変式に よ る

曲線 (破線)。 吉田春夫 (1995) よ り 引用。
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図 4. 一次元調和振動子の 運動を一次シ ン プレクテ ィク数値積分法 (点線) と オイラ ー 法 (実線) で

解 い た場合の 系の 全エ ネ ルギー の 保存状況。 吉田春夫 (1997) よ り 引用。

図 5. 離心率 0.5 の ケプラ ー 運動を四次ルン ゲ クッ タ 法 (実線) と 四次シ ン プレクテ ィク数値積分

法 (点線) で 解 い た場合の 全エ ネ ルギー の 保存状況。 吉田春夫 (1997) よ り 引用。
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