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成果の概要

(必要に応じてページを加えて下さい。)

本年度のプロジェクトで我々は，Newton 重力によって互いに相互作用を及ぼす粒子が

一次元リングに拘束されているモデルの解析を行った．このモデルはソフトニングを加え

ているためにエントロピーの最大が存在するので，純粋な Newton 重力の性質を解析する

事は出来ないが，平均場による近似で熱力学的性質を解析する事が出来る．本モデルは重

力系のモデルであるので，ミクロカノニカル分布による解析では広いエネルギースケール

に渡り負の比熱が現れる．本研究ではモデルの性質はソフトニングの大きさに依存し，ソ

フトニングの大きさを徐々に変えると，ポテンシャルの影響を受けるエネルギースケール

と，自由粒子のように振る舞うエネルギースケールの境で，相転移の次数が二次から一次

に変化する事が分かった．熱平衡状態の安定分布を示す分布関数を導出する際，我々は新

たな逐次近似を考案した．この方法はエントロピーを徐々に増大させて平衡状態に系を収

束させるもので，従来のものに比べて高速で，相転移点付近でも十分に使えるものである．

この方法で得た平衡状態は，GRAPE-5 を用いた大規模シミュレーションとの比較でもよ

く一致し，系の安定な平衡状態を求める際に非常に有用な方法である事も確かめられた．

1 Introduction

宇宙には球状星団，銀河，銀河団や分子雲のように，自己重力が自身の振る舞いに大き

な寄与を及ぼしている天体が存在する [1]．今までに様々な理論的なアプローチが，自己

重力系の特異な統計的性質の解析のために提案されてきた．だが系の困難な点として，自

己重力系ではポテンシャルが近距離で発散する事，および蒸発現象が見られる事が挙げら

れる．たとえ系を断熱壁で覆って蒸発を防いだとしても，重力熱不安定としてよく知られ

ている現象を引き起こす [2, 3, 4]．ポテンシャルに対して短距離でのソフトニングを導入

すると，熱不安定を回避でき，自己重力系は平衡状態に到達する事が出来る．しかし，こ

の状況でも負の比熱は存在する．さらに，粒子が自由粒子のように振る舞う高エネルギー

状態から，クラスターを形成する低エネルギー状態の間で，一次相転移を起こす．

三次元自己重力系の計算を直接行うと，相互作用の計算が膨大なものとなる [5]．そこ

で対称性を課したり，空間次元を下げたりして相互作用の計算を軽減する事を考える．自

己重力系に対称性を課した簡単なモデルとして，一次元自己重力シート系の解析がなされ

ており [6]，興味深い振る舞いを示す事が報告されているが [7, 8]，系の比熱は常に正であ

り相転移を起こさない．

我々はかつて，相互作用は Newton 重力で与えられ，粒子はリングに拘束されていると

いう，一次元モデルを提案した [9]．短距離ではソフトニングを導入してあるため，時間発

展を追う事も可能である．このモデルは一次元自己重力リング (SGR) モデルと名付けら

れている．100体の粒子を用いた過去の解析では，ソフトニングが十分に小さければ負の

比熱や相転移といった，三次元重力ポテンシャルの特異な性質を SGR モデルでも示す事

が分かった．また，ソフトニングを非常に大きく取った極限では，長距離力の簡単なモデ

ルとして盛んに研究されている，Hamiltonian Mean-Field (HMF) モデル [10]に近づく．

HMF モデルでは系は二次相転移を起こし，負の比熱は現れない．
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図 1: 半径を 1 とした一次元自己重力リング．粒子はリングに固定されており，その位置

は角度によって識別される．θi と θj に存在する粒子対は，三次元重力と同じ逆二乗則で

力を及ぼしあう．この際の距離は，粒子対がなす弧の長さである．

本プロジェクトではまず，SGR モデルの熱力学的平衡状態を，カノニカル分布とミク

ロカノニカル分布の両方で導出した．我々が解析したソフトニングパラメーターの範囲で

は，モデルは常に熱平衡状態を持つ．しかしソフトニングが十分に小さければ，ミクロカ

ノニカル分布で SGR モデルは負の比熱を示し，一次相転移を起こすという，アンサンブ

ルによる相転移の違いを示す [11, 12]．従って，SGR モデルは現実の三次元重力モデルの

性質をよく示す簡単なモデルとして有用であると考えられる．

報告書ではまず 2 章で SGR モデルの性質と過去の数値計算の結果を手短に示す [9]．次

に 3 章で我々が開発した平衡分布を導出する新たな逐次近似の手法を解説する．この手法

は二次元乱流の極大エントロピーを導出する方法 [13]に類似した方法である．4 章では新

たな逐次近似の方法を用いて導出した，SGR モデルの熱力学的性質を説明する．5 章で

は GRAPE-5 を用いたシミュレーションと，平衡状態の比較を行う．最後に 6 章におい

て，今後の展望を述べる．本報告書は [14]にまとめたものを要約したものである．

2 一次元自己重力リングモデル

ここでまず，一次元自己重力リング (SGR) モデルについて手短に説明を行う [9]．一次

元リングモデルは三次元 Newton ポテンシャルによってリングに拘束された粒子が互いに

相互作用を及ぼすモデルである (図 1)．

SGR モデルのハミルトニアンは以下のように与えられる．

H =
1

2

N∑

i=1

p2
i +

1

2N

∑

i,j

Vε(θi − θj) , (1)

Vε(θi − θj) = − 1√
2

1√
1 − cos(θi − θj) + ε

, (2)

ε はソフトニングパラメーターで，近距離での発散を防ぐ．ε を大きく取った極限では，ポ



テンシャルが

Vε =
1√
2ε

[
1 − cos (θi − θj)

2ε
− 1

]
+ O(ε−2) , (3)

となり，HMF モデル [10]のポテンシャルに近づく．モデルの熱陸学的性質を示すグラフ

として，温度曲線と呼ばれるものがある．これは一粒子あたりの運動エネルギーを二倍し

たもの T ≡ β−1 = 2 〈K〉/N を温度として，一粒子あたりの全エネルギーとの関係を示し
たものである．HMF モデルに近づく ε = 10 の条件のもとでは，温度曲線は図 2(a)のよ

うになる．一様分布の相 U > Uc(ε) では，曲線はほぼ線形関係になり，一方でクラスター

を形成する相 U < Uc(ε) では折れ曲がる．この場合には，温度はエネルギー増加により上

昇し，負の比熱は現れない．一方でソフトニングを小さく取ると，三次元重力のように，

負の比熱の相が現れる．図 2(b) では，二つの異なる値の ε に対して曲線を描いた [9]．こ

の場合，相は三つに分類される．

• 低エネルギーでクラスターを形成する相 U < Utop(ε)．Utop は比熱が 0 になるエネ

ルギー ∂T/∂U = 0 である．

• 中間状態の相 Utop(ε) < U < Uc(ε)．この相で負の比熱が現れる．

• 高エネルギーのガス状の相 Uc(ε) < U．

低エネルギーの相は ε の存在によって現れる．一方，高エネルギーの相では粒子はポ

テンシャルの影響をほとんど受けず，自由粒子のように振る舞う．中間状態の相が重力の

特徴をよく示していると考えられ，ε を小さくする事により相のエネルギースケールが広

がる．

3 逐次近似の方法

Boltzmann-Gibbs エントロピーのもとでミクロカノニカル分布での平衡分布を求める．

エントロピー最大の条件から SGR モデルに対しては，分布関数は

f(p, θ) = A exp

[
−β

(
p2

2
+ W (θ)

)]
, (4)

となる．ここで W は

W (θ) ≡
∫ +π

−π
ρ(φ)Vε(θ − φ)dφ , (5)

で定義される量である．質量密度は以下のように書かれる．

ρ(θ) = Ã e−βW (θ), (6)

ここで Ã = A
√

2π/β である．

(5) と (6) を組み合わせる事により，我々は閉じた式を得る事が出来る．

ρ(θ) = Ã exp

[
−βÃ

∫ +π

−π
ρ(φ)Vε(θ − φ)dφ

]
. (7)



図 2: 数値計算によって得られた SGR モデルの温度曲線．いずれも粒子数は N = 100 で

ある．(a) は ε = 10 とした場合で，Uc で系は二次相転移を起こす．この時は負の比熱は

現れない．(b) は ε1 = 1.0× 10−6 と ε2 = 2.5× 10−7 の場合．相転移はミクロカノニカル

分布で一次相転移となる．二つのエネルギーUc(ε1) と Uc(ε2) は非常に近い値となり，相

転移エネルギーは ε にあまり依存しないようである．一方，Utop(ε1) は明らかに Utop(ε2)

　より小さく，ε を小さくすると減少する．負の比熱は Utop < U < Uc で現れ，ソフトニ

ングを小さくするとエネルギースケールが広がる．



しかし (7) に対して逐次近似の方法を用いても，収束があまり良くない．そこで我々は

Turkington and Whittaker [13] が二次元乱流での極大エントロピーを求める際に用いた

方法と類似した方法を提案する．エントロピー極大での分布関数を求める際，我々は質量

とエネルギーの拘束条件を課す．エネルギーは一般に分布関数に対して非線形であるので，

変分問題として取り扱うには難しい．そこで非線形の拘束条件を線形化するトリックを用

いる．

具体的には逐次近似において k 回目の計算によって分布関数 fk が求まっていたとする

時，以下の条件で fk+1 を導出する．

max

{
S[f ] | M [f ] = 1, E[f ] = E[fk] +

∫
δE

δf

∣∣∣∣
fk

(f − fk) dpdθ ≤ U

}
, (8)

ここでエネルギーの変分は以下のようになる．

δE

δf

∣∣∣∣
fk

=
p2

2
+ Wk (θ) . (9)

逐次近似でエントロピーを収束させる事を考える．これは不等式の拘束条件に対する La-

grange の未定乗数法を用いれば示す事が出来る．

δS

δf

∣∣∣∣
fk+1

= αk+1 + βk+1
δE

δf

∣∣∣∣
fk

(10)

ここで，エネルギーに対する拘束条件は以下のようにする．

βk+1

[
E
[
fk
]
+

∫
δE

δf

∣∣∣∣
fk

(fk+1 − fk) dpdθ − U

]
= 0, (11)

温度は正であるため，βk+1 ≥ 0 を課す．αk+1 は質量保存から与える．この方法は Kuhn-

Tucker の定理 [15] を応用したものである．

ここから先の計算は [14] を参照していただくとして，最終的に我々は次の関数が極値

を取るような，Ã と β を求め，分布関数を逐次求めていく操作を行う．

F ∗

k [f ](Ã, β) = log Ã +
1

2
log β − β

(
U + Ek − 1

2βk

)

−Ã

∫
e−βWkdθ (12)

4 SGR モデルの熱力学的性質

我々の開発した手法により，SGR モデルの解析を行う．まずエントロピーを考えると，

Uc(ε) より高いエネルギーでは物質分布は一様になるので，

S =
1

2
(3 log(2π) + 1 − log β) , (13)

となる．図 3 は SGR モデルについて，エネルギー U の関数として温度 T = β−1 とエン

トロピーを示している．注目すべきは Utop ≤ U ≤ Uc において負の比熱が存在する事で



ある．また，Ulow ≤ U ≤ Uhigh ではエントロピーは凸の部分を結んだ破線とはずれてい

る．これはカノニカル分布とミクロカノニカル分布が与える平衡状態が同一でない事を示

している．つまりミクロカノニカル分布では食い違いが生じるエネルギースケールは安定

であるが，カノニカル分布では準安定，あるいは不安定である．

相転移点付近をさらに詳細に解析すると，SGRモデルは興味深い特徴を持つ事が分かる．

図 3ではSGRモデルが一次相転移を起こす事を確かめたが，一次相転移は準安定状態の存

在と関連している．逐次近似の方法を慎重に適用し，エネルギーを徐々に変化させていく事

により，準安定状態を見いだす事が出来る．図 4 は ε = 10−5 の場合にUc 付近でエントロ

ピーを計算した．非一様分布の準安定状態は Uc ≤ U ≤ Uin で存在する (Uin ' 0.16)．一方，

一様分布の準安定状態は Uhom ≤ U ≤ Uc で存在する．Uhom = Ep

(
ε = 10−5

)
' −1.19.

である．

5 平衡状態への緩和

我々が導出した平衡状態は，果たして正しいものだろうか．計算チェック及び系の力学

的発展を調べるため，我々は国立天文台の GRAPE-5 システム [16]を用いてシミュレー

ションを行った．SGR モデルの相互作用は基本的には Newton 重力と同じ形をしている

ので，重力の計算をやや変形する事により，GRAPE システムでも SGR モデルの時間発

展を追う事が出来る．時間発展の積分法は六次のシンプレクティック法 [17]を用いた．シ

ミュレーションの際，ε = 10 −5 とした．

まず U = −20 の場合を考える．粒子数は以前の論文 [9] から大幅に増やし，ここでは

N = 4000 とした．初期に局所的に粒子を分布させ，ほぼ一様でビリアル比を 0 にした場

合，まず粒子は重心に向かって落ちていく．その後拡散し，徐々に平衡状態に近づくと考

えられる．だが，長距離力系では一般に，緩和は非常に長い [18]．このため，シミュレー

ションで可能な範囲のタイムスケールでは，系が熱平衡に達しない可能性がある．図 5 は

系のビリアル比の時間変化を示している．この図では，シミュレーションから得られたビ

リアル比は，平衡状態での値から明らかにずれている．すなわち，系は平衡状態とは異な

る『準安定状態』に収束しているとみられる．だが一方で，質量分布（図 6）を見てみる

と，こちらは短時間で平衡状態のものに近づくようである．つまり質量分布と速度分布で，

緩和状態に至るタイムスケールが異なるようである．

緩和時間は相転移点付近では長くなる．U = Uc とした場合のシミュレーションでは，

エントロピーの値がほぼ同じであるため，初期条件により一様分布，非一様分布の平衡分

布のいずれかに収束するかが決まる [14]．この２状態の間にはエントロピーの障壁が存在

し，長距離力系では粒子数に対し exp(N) で増加する事が見つけられている [19, 20]．

6 まとめ

本研究では SGR モデルの熱力学的性質を，統計的手法及び数値シミュレーションによ

り解析した．本報告書では紙面の都合で割愛したが，ε の値により SGR モデルの性質は

大きく変わる．性質の境となる三重点において，ミクロカノニカル分布での解析では相転

移が一次から二次に変わり，非一様な準安定状態が消滅する．カノニカル分布での解析で



は，三重点で負の比熱が消える．ところが，両者の三重点は互いに一致しない [21]．

シミュレーションにおいて，我々は平衡状態への緩和には非常に長い時間がかかる事を

示した．また，長距離力系にしばしば見られる準安定状態が存在する事が分かった．準安

定状態に対して，HMF モデルにおいては，Vlasov 方程式を用いたアプローチで解析がな

されている [18]．さらに一次相転移の起きる領域では，系が熱平衡状態とは異なる状態に

緩和しうる事が示されている．

以前の論文では，速度分布に関する解析がなされている [9]．類似の解析は空間三次元

の Newton 重力系で最近なされた [22]．両者ともいくつかのエネルギー領域では非ガウス

的な速度分布を示している．SGR モデルに関する今後の研究として，非ガウス的速度分

布の発生等のメカニズムを考察する事も興味深い．この解析では，いつかの有用な解析手

法が，HMF モデルの一粒子の拡散を理解するために開発されている [23, 24]．
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図 3: 温度 (図 (a)) とエントロピー (図 (b)) をU の関数として見た図．ここでは ε = 10−5

とした．四つのエネルギースケールは以下の通り．Ulow ' −93，Uhigh ' 6 はアンサ

ンブル間の食い違いが生じるエネルギー．Uc ' 0 はミクロカノニカル分布の相転移点．

Utop ' −66 は負の比熱が現れる下限である．Tcan ' 15 はカノニカル分布での相転移温度

を示す．次に (b) で実線は一様分布の解析解である．この解は準安定状態として Uc まで

伸びている．(a) と (b) には相転移点 Uc 付近の拡大図を載せており，温度は Uc で不連

続であり，エントロピーは傾きの異なるスロープに移る．明らかに一次相転移の性質を示

している．
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図 4: エネルギーとエントロピーの関係．ε = 10−5 の場合の一様分布（実線）と非一様分

布（破線）でのエントロピーを示している．二つの線は Uc ' 0 で交差する．一様分布の

系列は Uhom ' −1.19 まで続く．一方，非一様分布の系列は Uin ' 0.16 まで続く．
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図 5: ε = 10−5，N = 4000 の SGR モデルでの，ビリアル比 |2K/V | の時間変化．初期
条件として，粒子は [0, 2π/75] の範囲に，運動エネルギー 0 で分布させた．ビリアル比は

振動しながら漸近的に 0.49 に近づいているが，これは破線で示した平衡状態での値 0.55

と明らかにずれている．



図 6: 逐次近似（実線）と ε = 10−5，N = 4000 のシミュレーション（+マーク）による，

質量分布の比較．図中の拡大図は密度のピークを示している．


