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e 27y TOEE = (b-a) / h
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. O(h2) * (b-a) / h = O(hY)
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« BN AR Y =y
| « JJERZRMEF (x, v) = (0,
/WJ * )\E_\ﬂ%ﬁz‘ﬁﬁy = et

| BEGINY
#dx = 0.10 # from the command line
x0 = 0.0 # initial value
v 0 = 1.0 # initial value
xmax = 10.0

printf ("%e %e %$e\n", x0, y0, 0)

x = x0

y = v0

while (x < xmax) {
y += fxy(x,y) *dx
X += dx

printf ("%e %e %e\n", x, y, fabs(y-vyas(x)))

Y

Y# y' = dy/dx = f(x,V)
function fxy(x,Vv) {

return y

# analytic solution of vy (x)
function vyas (x) {

return exp(x)

# absolute value

function fabs(x) {

if (x >= 0) return x

else return -x
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y(zo + h) = y(zo) + 5 (f(-fl?o, y(xo)) + f(xo + h,y(wo + h)))
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BEGIN{
#dx = 0.10 # from the command line
x0 = 0.0 # initial value
v 0 = 1.0 # initial value
xmax = 10.0

printf ("%e %e %$e\n", x0, y0, 0)

x = x0

y = y0

while (x < xmax) {
yveu = y + fxy(x,y)*dx # Euler
y += dx * (fxy(x,y) + fxy(x+dx,yeu))/2 # Trapezoid
X o += dx

printf ("%e %e %e\n", x, y, fabs(y-yas(x)))
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h k
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kll — f (:I:O + ha y(330) + hk?)) )

h
y(xo+ h) = y(xo) + ‘ (k1 + 2ko + 2ks + ka)
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« EXFN = step
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Ll

BEGIN({
#dt = 0.10 # from the command line
g = gpre=1.0 # initial value

p =p pre = 0.0 # initial value

tmax = 100.0

while (t < tmax) {
t += dt

g += dt*p pre

p —-= dt*g pre

printf ("%e %e %$e\n", t, g, p)
g _pre = g

p_pre =p

:§(q2—|-p2
EE) HET

dg _O0H _ ~dp_ OH _
dt_ap_p’ dt  Oq 1

B R (EZEREATO[EER)

lm

cCoOST sinT q(0)
—sin7T cosT p(0)
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AR E
BEGIN{
#dt = 0.10 # from the command line dz
q = 1.0 # initial value
P = 0.0 # initial wvalue
tmax = 100.0
}
{
t =0

while (t < tmax) {

t += dt
g += dt*p
p -= dt*g

printf ("%e %e %e\n", t, g, p)

Nt (> TLITa TRUERRE

EE R (UAAZEERTOEE

NI I T
1
H=3( +p2)

EFN TR

dg OH dp OH

P 8p = P; E:_%:_q

e
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EWIEADLZT

+ A5k

while (t < tmax) {

q += dt*p pre
p -= dt*g pre

while (t < tmax) {

g += dt*p
p —-= dt*q
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R OTER (—R)

% [&,B] = [B,A]

with (Physics) :

Setup (noncommutativeprefix = {A, B}):

# exp(x) up to x"1

expx := x —-> 1 + x;

# the authentic operator (lst)

expx := x —-> 1 + x;

# the authentic operator (lst)

opeauth := expand(expx(t* (A+B)))

# si operator (1lst)

opesiml := convert (expand( expx(cl*t* (A)) *expx (dl*t*(B)) ),polynom);

# sort and truncate up to t”2

sort (mtaylor (combine (opeauth), [t], 2), t, ascending);

sort (mtaylor (combine (opesiml), [t], 2), t, ascending);

- o e




R OTER (—R)

I\"/ | Maple 2018 (X86 64 LINUX)

\ MAPLE / All rights reserved. Maple is a trademark of

< > Waterloo Maple Inc.

Type ? for help.

> expx = x —-> 1 + x;
expx := x -> x + 1
> opeauth := expand (expx(t* (A+B)));
opeauth := A t + B t + 1
> opesiml := convert (expand (expx (cl*t* (A))*expx(dl*t*(B)) ),polynom);
2
opesiml := cl t dl (A B) +cl t A+ dl t B+ 1

> sort (mtaylor (combine (opeauth), [t], 2), t, ascending);
1 + (A + B) t
> sort (mtaylor (combine (opesiml), [t], 2), t, ascending);

1+ (Acl +Bdl) t

e o e

I\ | | /1 . Copyright (c) Maplesoft, a division of Waterloo Maple Inc.

S o o e o

2018
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R OTER (ZR)

# [A,B] != [B,A]

with (Physics) :

Setup (noncommutativeprefix = {A, B}):

# exp(x) up to x"2

expx = x -> 1 + x + (x"2)/2!;

# the authentic operator (2nd)
opeauth := expand(expx (t* (A+B)));

# si operator (2nd)

opesim2 := convert (expand( expx(cl*t* (A)) *expx (d1*t*(B))

*expx (c2*t* (A)) *expx (d2*t*(B)) ),polynom);

# sort and truncate up to t”2
sort (mtaylor (combine (opeauth), [t], 3), t, ascending);

sort (mtaylor (combine (opesim2), [t], 3), t, ascending);

e
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R OTER (ZR)

> expx = xXx -> 1 + x + (x°2)/2!;
expx := x -> 1 + x + Physics:- * (Physics:-""* (x, 2), Physics:- " (2!,
> opeauth := expand (expx(t* (A+B)));
2 2 2
opeauth := 1 + t A + t B + 1/2 t ~A, 2) +1/2 t (A B) + 1/2 t (B A)
()

> sort (mtaylor (combine (opeauth), [t], 3), t, ascending);

1+ (A+B) t+1/2 (*(A, 2) + AB+BA+ (B, 2)) t
> sort (mtaylor (combine (opesim?2), [t], 3), t, ascending);
2
1+ (Acl +Ac2+Bdl +Bd2) t + 1/2 (cl ~(A, 2) + 2 c2 cl ~(A, 2)
2 2 2
+ c2 "~(A, 2) + (B, 2) d1 + 2 ~(B, 2) d2 dl + (B, 2) d2

+ 2 dl ¢c2 (BA) + 2 cldl (AB) + 2 cl d2 (AB) + 2 c2 d2 (AB)) t

+ 1/2 t

~ (B,

2)
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BEGIN{
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{
t =20

while (t < tmax) {
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Hairer, Lubich, Wanner (2003)
Hairer (2006)

7\&{_-[% E/j %= / \\;j)\ McLachlan & Quispel (2006)

“... One powerful approach is through geometric integrators, which preserve
(some of) the geometric properties of the phase-space flow described by the
original equation of motion.” (Tremaine, 2023)
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“Let us consider the following autonomous Hamiltonian function
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+ Hgeopot (7, 8) + Habody () + Hsrp(T)
Hubaux+ (2012)



https://ui.adsabs.harvard.edu/abs/2012AdSpR..49.1472H/abstract

N

BEF(NIIL T ) DR

 BENANI B XTI T ODEAE R
H=Hy+ Hq, Hl/H() <1

c LIFD L HICEET
H=Hyg+eH;, ex1

e 2ZENI LK =7 (ZR)
€T
Herror — ﬁ {{Ho, Hl} ’ HO} + 0(627—2) T 0(7_4)

o« Bl KIZHZRREDES)
H = erpler<L) + eHinteraCtiOH(r)7 €~ 10_3



NIEDETER] (N=6, KfE+ KT K EBE

NN
X| Gnuplot
-7
Ix1D , : | "
t -
apAatitigy WH 2th
2¢10 aagr,::};: $ 4
‘:‘“":E ‘:‘11‘.:*.‘.‘:
..,{ & -
vao” PREEZES L2 e
" ‘: “ i;'l.u . aﬁ o
E g g LT T T T T ety o AR
4 T
[N ~ i o i ‘ sy

® 4LX

m:,y
e
~3

‘;n.* o
bog’
X,

iy S

"gi'- 20 el

T RIILFEF—D &

8 £ tr N
=0 = o T, b 38
MR RRE - it YT RERTE (Hyo+ €Hy)
3x10 N %an){ " kep int
IR e
, 4. PRGNy
Ax10 APt b F YRy Eu:.'
. i . % & X W
- H, X% e ! “ E
5x10 ? ;E et » s
6x10 ' o ?
LROFED"S 15 )" H S R0 .
TAVTIrT, FREAOHD -7x10 L L Lo ‘
NERFLIE, B ZEDFIHE X L 74 Ly ] LOOQ00 1x1D 1.5x10 2x10D
time [years] H%_:ZIJ 100
1.84294e+06,. 2. 52983e-07



REDETRIBORE I ZAZICTERDOER

67_1’%ew — 7_2
« FT L WX A iE
Tnew = 5_1/27'

c XD ETRIRRES

n __ n
CThew — 7T

o I L WKl A

Tnew = € 1/n7_

e FEZDDE|TDYIIG 1
« #1 L WD EI TOZIANE 1,

e XKIZ%TlZe~10-3

— Tpew ~ 32T

> R n lZT/NWNSWAD [H1E

101




N/lei;ﬁz\ﬁ/?_ E_E_ _IE:' @}_ﬁ/‘é\ 79\ T%T Yoshida (1990, preprint)

EHE AT TLABAENFHEICREFEIND
 BHEH e BTV ERBLENRBITEREFEIND

A={,T}, B={,V}

. {L, T} ={L, 1 =0 — Ll et el ICPNWTEBICREFEIND

e IR F— E(=H)
« (E,TV#0,{E, 7} 20 — E T eA & eB(CPAW\WT(HE IZIX)RFE I 7 L



NS
ENE =
= 0D
B
A
)
TRTF
Yo
shid
a (1990
, prepri
nt)

\ E f\-
ﬂ n
E
.E. 1 - L d\
|q
/\{
q
—
-I_E_

A
=1
T}, B
=1
, V
;



N{zﬁ@mf 515 (N=6, K[+ Rt XKEE

[%| Gnuplot
3
4xlﬂ
lat ——
2nd ——
4th ——
3x10 0 |

. @ 1Xx
® 2x (LF)
® ix

RO
*
[
==
]
Ll

relali_lue AM_
:
]
[F1]

SEEBED &
HEXRRE o W 1 RBUSL D

=g = - N
= \
N L DERD
1x10D =
it
2x10 2 L
-3x10 ! - - ;
0 G000 1x10 1.5x10 2x10
time [years] H\ 104

T
=

115028, . 3.1564Ee-13



HERE8 & -

L HRY F H =

ggr,p)zlzﬁtiﬁh\f:ﬁ%
LNV DT (HRR




=

=10
A

IR ILF—0D

0.0005

0.0004

0.0003

0.0002

0.0001

-0.0001

-0.0002

-0.0003

-0.0004

-0.0005

/N

e T J)LF
21

N

|-

— D
3 H

T F —

=0 =
0=

T T
"/tmp/nll.txt" u 1:4

0 10000

20000

30000

40000

50000

=

0.0005

0.0004

0.0003

0.0002

0.0001

-0.0001

-0.0002

-0.0003

-0.0004

-0.0005

(KIHRENE

=10

NN

7=

HKTFT D

T T
"/tmp/nl2.txt" u 1:4

10000

20000

30000

40000

50000

0.0005

0.0004

0.0003

0.0002

0.0001

-0.0001

-0.0002

-0.0003

-0.0004

-0.0005

“/tmp/nlltxt" u 2:3

-1 0 1

-0,413384 q

T T
"/tmp/nl3.txt" u 1:4 .

0 10000 20000 30000 40000 50000



PCRFHLE DO TRIEL TRW

MHEAE B & T L F —38E

¢ T F—REANINE B HEEN

s
/T
FHAENIE DB ICTFIET 5

et INFIED DIAEDE

40°F
s INZERI TEDD D m
- BRHF 4
- BRI A 200 n n
e VT LY T4 VBETF ¢ L ~ =02
S
®
K

0 90 180 270 360

E\\ =] ‘E I\Y B B 107
lto & Tanikawa (2012) REYUE LORE (K]



https://doi.org/10.1093/pasj/64.2.35

BFTHRNICTEDF £

cFRRREDOY T L 7T 4 VHEDMRIEND
s BT XNF—DRENBESI AL L

S=lIK| RS

R4

(]

pany)



https://ui.adsabs.harvard.edu/abs/1966PASJ...18..287H/abstract
https://ui.adsabs.harvard.edu/abs/1966PASJ...18..287H/abstract

PIRD F & &

« B TRRINDBIEREICIZTZ  DBEDL D

s BEAARZ[EAICID U TRELRTEZERT AL

s YR ETIILRHEDIRTNEICEZTH S



SEEES YA S D&

FRTCIRAG I EZEWREL TL/ZE W

/

110



>

AN

/)N




	Slide 1: 常微分方程式の数値解法   の基礎の初歩の触りの一部
	Slide 2: 前半の構成
	Slide 3: 数値計算の誤差
	Slide 4: 数値計算の誤差 (1)
	Slide 5: 数値計算の誤差 (2)
	Slide 6: 数値計算の誤差 (2)
	Slide 7: 一般論と前置き
	Slide 8: (重力)N体問題の運動方程式
	Slide 9: 常微分方程式の正規形
	Slide 10: 微分方程式の初期値問題
	Slide 11: 階数の下げ方
	Slide 12: 階数の下げ方
	Slide 13: 階数の下げ方
	Slide 14: 常微分方程式を「解く」
	Slide 15: 汎用的な解法群
	Slide 16: 汎用的な解法群
	Slide 17: 簡単な方法
	Slide 18: オイラー法の精度
	Slide 19: 例
	Slide 20: 実例
	Slide 21: (オイラー法) 精度の向上
	Slide 22: (オイラー法) 精度の向上
	Slide 23: (オイラー法) 精度の向上
	Slide 24: (オイラー法) 精度の向上
	Slide 25: (オイラー法) 精度の向上
	Slide 26: ルンゲ・クッタ(4段) 
	Slide 27: 一般化の例
	Slide 28: 多段法（考え方のみ） 
	Slide 29: 多段法（考え方のみ）
	Slide 30: 多段法（考え方のみ）
	Slide 32: (本来の目的) 二階の常微分方程式
	Slide 33: 後半の構成
	Slide 34: 正準形式の解法
	Slide 35: 正準形式の解法
	Slide 36: 復習
	Slide 37: 復習
	Slide 38: 復習
	Slide 39: 復習
	Slide 40: 定義
	Slide 41: 定義
	Slide 42: 形式的な解
	Slide 43: 形式的な解
	Slide 44: 形式的な解
	Slide 45: 形式的な解
	Slide 46: 形式的な解
	Slide 47: 形式的な解
	Slide 48
	Slide 49: 一次のスキーム
	Slide 50: 一次のスキーム
	Slide 51: 調和振動子（オイラー法）
	Slide 52: 調和振動子（オイラー法）
	Slide 53: 調和振動子（シンプレクティク数値解法）
	Slide 54: 調和振動子（シンプレクティク数値解法）
	Slide 55: 違いは少しだけ
	Slide 56: エネルギーの保存状態
	Slide 57: この辺りの背景
	Slide 58: この辺りの背景
	Slide 59: この辺りの背景
	Slide 60: この辺りの背景
	Slide 61: (再掲) 正準変換
	Slide 62: 一般の演算子に適用すると
	Slide 63: 演算 etB etA では
	Slide 64: 演算 etB etA では
	Slide 65: (話を戻して) 精度の向上
	Slide 66: 係数の計算例（一次）
	Slide 67: 係数の計算例（一次）
	Slide 68: 係数の計算例（一次）
	Slide 69: 係数の計算例（二次）
	Slide 70: 係数の計算例（二次）
	Slide 71: 係数の計算例（二次）
	Slide 72: 二次の方法
	Slide 73: 二次の方法（Leapfrog）調和振動子
	Slide 74: 二次の方法（Leapfrog）
	Slide 75: 二次の方法（Leapfrog）
	Slide 76: 演算 etA/2 etB etA/2 では
	Slide 77: 演算 etA/2 etB etA/2 では
	Slide 78: 連続演算時の注意点
	Slide 79: 三次の方法
	Slide 80: 四次の方法
	Slide 81: より高次の方法 (偶数次)
	Slide 82: 幾何学的積分法
	Slide 93: 計算例いくつか
	Slide 94: エネルギーと軌道位置の誤差
	Slide 95: N体の計算例（N=6, 太陽+木土天海冥）
	Slide 96: N体の計算例（N=6, 太陽+木土天海冥）
	Slide 97: 谷川衝先生からのご質問 (2025年2月4日)
	Slide 98: 演算子(ハミルトニアン)の分割
	Slide 99: 演算子(ハミルトニアン)の分割
	Slide 100: N体の計算例（N=6, 太陽+木土天海冥）
	Slide 101: 演算子(ハミルトニアン)の分割
	Slide 102: N体系全角運動量の厳密な保存
	Slide 103: N体系全角運動量の厳密な保存
	Slide 104: N体の計算例（N=6, 太陽+木土天海冥）
	Slide 105: 初期軌道とエネルギー誤差
	Slide 106: 初期軌道とエネルギー誤差
	Slide 107: 初期軌道とエネルギー誤差
	Slide 108: 後半で述べた方法のまとめ
	Slide 109: 全体のまとめ
	Slide 110: ご清聴ありがとうございます
	Slide 111: 以下余白

