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MESH FREE 法
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特徴
明確な格子はない 

SPH と異なり保存形の基礎方程
式を解く 

流体要素を local な流体の速度
で動かすことにより Lagrange 

法的になる 

ここでは主に GIZMO (Hopkins 

2015) について解説
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GIZMO を用いて XC50 で計算
したもの 
独自の拡張をしたコードなの
で今回用いる public version 

とは異なる

3

例: 銀河形成

Okamoto in prep. 
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<latexit sha1_base64="1h0st4AL0P1eAKNGBueUBfQLCGc="></latexit>

4

粒子法
物理量 f(x) は空間上の離散的な
点でサンプリングされる: fi = f(xi)
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物理量 
 
 
　 
微分

5

SPH 法の場合

<latexit sha1_base64="PxVW0Hq3pRgp2UPiGAqvWuCAi6c="></latexit>

<latexit sha1_base64="BgQa7xrnN3lEadB7tKp0dcxQK3s="></latexit>
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テイラー展開 
 

SPH の式に代入 
 
 
 
 
 
なので SPH は空間 2 次精度（という人がいる）

6

SPH 法の精度（よくある嘘）

<latexit sha1_base64="zRXj2Cy8lDx0/vPjhSWHZwmw5Tg="></latexit>

<latexit sha1_base64="s1JakP9oDwfOy3m3gTYucBzaj04="></latexit>
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離散化 
 
 
 
 
 
  
一般的に 

  
なので SPH の空間精度は 0 次

7

SPH 法の本当の精度

<latexit sha1_base64="vU8lYkuVeMf+4zHl4RReRrTw2eg="></latexit>

<latexit sha1_base64="0odIpsfAMDhKtigkted/hKzN9Js="></latexit>
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Mesh free  法
SPH の利点をそのままに精度をな
んとかしたい
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 スカラー関数 u(x, t) の保存形を考える 
 

  
ここで，F(u, x, t) は速度 a(x, t) で動く座標系で見た流束 

上式に境界で 0 になる関数　　     をかけて全時空で積分 
 

左辺を部分積分

9

保存形の weak solution

<latexit sha1_base64="c1AwzOtFVMlQ5dg5ssv4p3Wqqz0="></latexit>

<latexit sha1_base64="BYWI2+hykVjDKwSxo0ZGJ4z7bTI="></latexit>

<latexit sha1_base64="c8By/cIQSbbhcpID0TI5am0fPtM="></latexit>

<latexit sha1_base64="L34q+4/XkRnNurUHjg5Xb3x3+gI="></latexit>
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上式を離散化するために内挿関数         を導入 　 
 
  
  

明らかに partition of unity を満たす

10

離散化

<latexit sha1_base64="r75lvrcg/M3NlQhoxSUrjBxbjuk="></latexit>

<latexit sha1_base64="qLnZZ2h0d/zY8LVE8TlJzMGcCKA="></latexit>

<latexit sha1_base64="QvtIrwHfKzYdCexzSusmFrvlCbM="></latexit>

<latexit sha1_base64="J2/ttXNQrVaPLbAT9RBjMOVEHn8="></latexit>
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空間積分  

　　 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

論文には2次精度と書いてあるが，1次精度

11

空間精度

もはや球対称じゃないので消えない

<latexit sha1_base64="lfWj596kpqH168EL7jxnn71N/ZE="></latexit>
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離散化

<latexit sha1_base64="/fUi+JeOL1s5PyTu2reDrLj2AiU="></latexit>
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空間微分

Larson & Vila (2008) を使う（空間2次精度） 
 
 
 

ここで                          は renormalization matrix と呼ばれ 

   
により定義される． 

Wj(xi) は球対称なコンパクトサポートを持つ関数なら何でも良い

<latexit sha1_base64="tNAX6In1DnjqEl10RWdSvkjLnG8="></latexit>

<latexit sha1_base64="arnXptJA1CBJozqm7797S0OREwg="></latexit>

<latexit sha1_base64="ezSdWlth7BbaGR9tmQy+CfnRwVI="></latexit>
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離散化続き

部分積分により 
また， 
 
 
 
 
 

結局

<latexit sha1_base64="5jGMJI3PbKghqthpvBaGx8M1xSE="></latexit>

<latexit sha1_base64="oedQ2ETWUr6PiAmJYx7BgHNsK20="></latexit>

<latexit sha1_base64="K+DxU6/bwEIgs/WG3w1mUkRxfuU="></latexit>

<latexit sha1_base64="GkB8ARBGuxXZZXyKIdrtgql1pc8="></latexit>
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離散化と有限体積法

常に成り立つためには 
 

流束 F に i と j 間の Riemann 問題の解,      , を適用するために 
　 
で置き換えると,  

　 
　 
形式的に面ベクトルを　　　　　　　　　　　　　と定義

<latexit sha1_base64="hgWyLFdo2IZmZxWM0sgS74FpxvU="></latexit>

<latexit sha1_base64="v0fNLJ9h57ZPCw52MH1LTOZybLA="></latexit>

<latexit sha1_base64="58Kdi3wxkFjPQyr88B4ZdRZlVxY="></latexit>

<latexit sha1_base64="76a7nBQyrftGJTUyvKNF1bCvEUQ="></latexit>

<latexit sha1_base64="RMvGGL8q0llWOz8tr6FaS3UczE4="></latexit>

<latexit sha1_base64="cTN/V/02JtLAdb6LcKP9fn6atLU="></latexit> i と j の間の面と一緒に動く座標系での流束
←有限体積法の式
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Linear reconstruction

必要な流束　　　　　　　　　　は1次元の Riemann 問題を Aij 

静止系で解くことで得られる 

面の位置の選び方には自由度があるが，GIZMO では  i と j の中間
点を使う: xij = (xi + xj)/2        (論文では xij = xi +(xj - xi){h i/(hi+hj)})
この点 xij の速度は 

 
より一般的には

<latexit sha1_base64="jY7dCpcEccMd+/rJ/wCnTjOzh0E="></latexit>

<latexit sha1_base64="+zTxNkhHSfTSi23eL0wwuIAWAkA="></latexit>

<latexit sha1_base64="Rk5QLBPKL1h3msf0NsnUTCvbg+I="></latexit>
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Linear reconstruction 続き

面 Aij を境界とした Riemann 問題の left state と right state は 

linear reconstruction を用いて:  

　 

実際には不連続面での数値振動を抑えるために slope limiter を導

入し (∇f)i を (∇f)ilim で置き換える:

<latexit sha1_base64="BXs/xC+3EqqpiJutxxmzL2Mk8xk="></latexit>
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Slope limiter

Balsara 2004  
 
 
 
 

　　　と　　　は i の全ての neighbour の f の最大値と最小値 

　　　と　　　は i の全ての neighbour に対する xij での f:  

 
の最大値と最小値 

βi が 0.5  ≦ βi ≦ 1 で二次精度となる．

<latexit sha1_base64="yAldJytvLZQ+ITBIoxt1zm3Z9Jo="></latexit>

<latexit sha1_base64="qPAjyt+4fIhY6mTLPM1VS9TPAOI="></latexit>

<latexit sha1_base64="B0cYLt3uhT7mD+tuXtJXw6yV0iY="></latexit>

<latexit sha1_base64="5ZA68tXvE1eCG9KNRVFloXqNedk="></latexit>

<latexit sha1_base64="bv7fOj+cVeUFeMVPTxYzvEorGNY="></latexit>

<latexit sha1_base64="k8fkIsqy/dXyy2BJjq6J0L8Ugow="></latexit>
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Particle volume

Kernel size (i.e. smoothing length) hi を以下のように決める 
  
3次元の場合は 

　 
hi が決まると粒子 i の体積 は 

 

∫W(x)  d3x = 1 と ∫xW(x)d3x = 0 より　　　　　　 

<latexit sha1_base64="sYSIQ5N7JgoeYbiqegbZ6qVlGTo="></latexit>

<latexit sha1_base64="Mo3mGvagAJD5PDZpbhV6OKRBhMc="></latexit>

<latexit sha1_base64="gsYTu/YvnFR21PNEj2kUD5FQpxc="></latexit>

<latexit sha1_base64="pIWp63I6G7uOm6vJYGX56hfr43M="></latexit>
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有限体積法と有限質量法

今までの話は全て有限体積法にもとずいている 

GIZMO では mesh-free finite volume  (MFV) となる 

流体要素間の mass flux がある 

各「粒子」の質量は変化する　　　　　　　　 

SPH のように質量が変化しない方がうれしい場合も多い 
→ 有限質量法 

GIZMO では mesh-free finite mass (MFM) 

流体要素を追跡したい場合に便利 

GIZMO ではこっちが default
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MFM の実装

Lagrangian volume が面 Aij の左右で質量が保存するように変形
すると仮定 

MFV では xij の速度 aij で動く座標系で, Aij は静止しているもの
として Riemann 問題を解いた（xj と xj に対する Aij の相対位置
が固定） 

MFM では上記の座標系で Aij が速度 S* で動いていると仮定 (S* 

は Riemann 問題における contact wave のスピード, star state 

velocity) 
粒子間の mass flux が 0 になる．
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GIZMO
流体 (SPH, MFM, MFV) 
自己重力 (PM-Tree) 

Cosmological 
Non-cosmological 
磁気流体 (MHD) 
輻射輸送 (FLD, M1, etc.)
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Linear traveling sound wave

音波を 1 周期進化させて初期状態との
差をみる 
 
　 
MFV と MFM の振る舞いは二次精度

L1 =
1

N

�

i

|�i � �(xi)|
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The square test

圧力平衡にある密度の異なる流体 

642 粒子 

流体全体が一様な速度 vx = 142.3, vy = -

31.4 を持つ 

静止した grid ではエラーがガリレイ
普遍ではないため，数値拡散が見られ
る（ガリレイ不変性は粒子法の利点）
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The Gresho vortex

Steady state triangular vortex of Gresho & 
Chan (1990) 
ρ = 1 
0 < x < 1, 0 < y < 1 
動径方向の速度は 0 

 
 
 
 
 

t = 3 (~2.4周期) 進化させる 

P (R) =

�
��

��

5 + 12.5R2 (0 � R < 0.2)

9 + 12.5R2 � 20R + 4 ln(5R) (0.2 � R < 0.4)

3 + 4 ln 2 (R � 0.4)

v�(R) =

�
��

��

5R (0 � R < 0.2)

2 � 5R (0.2 � R < 0.4)

0 (R � 0.4)
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ケプラー円盤
質点の周囲の一様密度の冷たいケプラー円盤 

t = 120 (~20 orbits)
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Sod shock-tube

定番 
厳密解あり 

Moving mesh, 
stationary grid の次に 

MFM と MFV は正確
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Sedov-Taylor expansion

点源爆発 
解析解あり 

stationary grid は gird 

の異方性が見えてしま
う．
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Kelvin-Helmholtz instability
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The Santa Barbara Cluster

宇宙論的な銀河団形成 

(Frenk et al. 1999) 
SPH と mesh 法での 

entropy profile の違い
は長い間議論になって
いた．
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球対称 collapse

γ = 5/3, M=1, R=1  
 ρ(r)  = (2πr)-1 for r < R 
 u= 0.05 
v = 0  
303 粒子
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結論
Mesh-free 法 

Moving-mesh 法より手軽で簡単 

SPH より正確 

特に利害関係者ではないので強く
勧めたりはしませんが GIZMO に
は既に様々な物理が実装されてい
るので遊んでみて下さい 

銀河形成関係のモジュール 

(FIRE2)は権利関係がうるさいので
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(code paper) 
Arepo も公開されてます 
https://arepo-code.org/

https://arepo-code.org/

