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磁気流体力学方程式

1. 磁気流体力学の導出

• 磁気力, 磁気圧, 磁気張力
• 誘導方程式

2. 保存形式

• 保存量、流束、原始変数
• ストークスの定理

3. Alfvén 波 (横波)

∂B

∂t
+∇×E = 0 −→

∫
S

∂B

∂t
· dS +

∫
C

E × ds = 0

磁気流体力学方程式の導出
磁気力 (ローレンツ力)による流体 (ガス)の速度変化を考慮する。ローレンツ

力は
Fmag = j ×B,

アンペールの法則は
j =

1

4π
∇×B−∂D

∂t
,

磁場の誘導方程式は
∂B

∂t
= −∇×E

で与えられる。
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前提条件としてガスは電離していて、電気抵抗が小さいとする。最も単純な理
想MHD方程式では青字の項 (変位電流)を落とす。
オームの法則を適用し、流体からみた電場E′と電流 jの間に関係をつける。

E′ ≡ E + v ×B = ηj (1)

プラズマは電離していて、電気抵抗ηは十分に小さい。理想MHD方程式では η = 0

と近似する。つまりE′ = 0。
この関係式を取り入れると、磁場もガスと同じ速度 vで運動しているように表
すことができる。

∂B

∂t
= ∇× (v ×B) (2)

ベクトル公式
∇A2 = 2(A · ∇)A+ 2A× (∇×A)

を用いると、ローレンツ力は以下のように書き直せる。

Fmag = j ×B =
(B ·∇)B

4π
−∇B2

8π

= ∇
(
BB

4π
− B2

8π

)
−(∇ ·B)

4π
B (3)

つまり、ベクトルの公式と∇ ·B = 0の条件を用いると、磁気力は磁気圧力の勾
配と磁気張力に分解することができる。ここで現れる

TB ≡ 1

4π
BB − 1

8π
B ·B =

1

4π

 B2
x −B2/2 BxBy BxBz

ByBx B2
y −B2/2 ByBz

BzBx BzBy B2
z −B2/2

 (4)

は、マックスウエルの応力テンソル（の磁場部分）と呼ばれ、ローレンツ力は

Fmag i =
∂TB i,j

∂xj

(5)

で与えられる。
磁気流体力学方程式の保存型 1

誘導方程式も保存形に書ける。
∂B

∂t
−∇× (v ×B) = 0 (6)

∂Bx

∂t
+

∂

∂y
(vyBx − vxBy) +

∂

∂z
(vzBx − vxBz) = 0 (7)

∂By

∂t
+

∂

∂z
(vxBy − vyBx) +

∂

∂x
(vzBy − vyBz) = 0 (8)

∂Bz

∂t
+

∂

∂x
(vxBy − vyBx) +

∂

∂y
(vzBy − vyBz) = 0 (9)
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注意 ガウスの法則 (体積積分)ではなくストークの定理 (面積積分)が使われてい
る。(Athena++では CT法によりこの問題を回避している。詳細は後に。)

磁気流体力学方程式の保存型 2

磁気張力も保存形に書ける。

Fmag,x =
∂

∂x

(
BxBx

4π
− B ·B

8π

)
+

∂

∂y

(
BxBy

4π

)
+

∂

∂z

(
BxBz

4π

)
Fmag,y =

∂

∂x

(
ByBx

4π

)
+

∂

∂y

(
ByBy

4π
− B ·B

8π

)
+

∂

∂z

(
ByBz

4π

)
Fmag,z =

∂

∂x

(
BzBx

4π

)
+

∂

∂y

(
BzBy

4π

)
+

∂

∂z

(
BzBz

4π
− B ·B

8π

)
注意 ∇ ·B = 0が正しく計算されていることを仮定している。差分法では差分誤
差により∇ ·Bが発生し、それによる不自然な力が働くことがある。

磁気流体力学方程式の保存型 3

運動方程式に vを内積すると、

ρv · Dv

dt
= −v ·∇P + v ·

(
∇×B

4π
×B

)
= −v ·∇P−∇×B

4π
· (v ×B) (10)

となるが、式 (10)の右辺 第２項は

−∇×B

4π
· (v ×B) = j ·E

と、電磁エネルギーの消費 j ·Eと等しい事に注意しよう。一方、磁場の誘導方程
式にBを内積すると

B

4π
· ∂B
∂t

=
B

4π
· [∇× (v ×B)] (11)

である。式 (10) 第２項と (11)右辺の磁場の（エネルギー流束に相当する）部分は
ベクトル公式

∇ · (A×B) = B · (∇×A)−A · (∇×B) (12)

を適用して

∇ · B × (v ×B)

4π
=

(v ×B) · (∇×B)

4π
− B

4π
· [∇× (v ×B)]

を使うと、1つにまとめられて、
∂

∂t

(
ρH − P +

B2

8π

)
+∇ ·

[
ρHv +

B × (v ×B)

4π

]
= 0 (13)
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となる。磁場が加わることにより、エネルギー保存則には磁場のエネルギーの時
間変化と Poynting フラックス (電磁的なエネルギーの流れ)が加わる。

B

4π
× (v ×B) =

1

4π
E ×B (Poynting Vector)

磁気流体力学方程式の保存型 4

∂

∂t

(
ρH − P +

B2

8π

)
+∇ ·

[
ρHv +

B × (v ×B)

4π

]
= 0

B × (v ×B) = (B ·B)v − (B · v)B (14)

∂

∂t
(ρHtot − Ptot) +∇ ·

[
ρHtotv − (B · v)B

4π

]
= 0 (15)

Htot =
v2

2
+ h+

B2

4π
= H +

B2

4π
, Ptot = P +

B2

8π
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保存型と離散化

CT法では∇ ·Bの新たな発生を防ぐために、Bを計算に使ったセルの面（成
分により異なる面）で定義する。初期に 6つの面から流入・流出する磁束が釣り
合う (∇ ·B = 0)ようにしておくと、計算機の丸め誤差の程度で ∇ ·B = 0が保
証される。これは磁場を定義した面の枠に沿って電場を線積分 (

∮
E · ds)するから

である。どの辺に電場が発生しても、一つのセルを貫く磁場の総量は変化しない
ように設計されている。
さらに、隣り合うセルは面を共有しているので、面上で定義された磁場は、隣

のセルから流出すれば、自分のセルに同量が流入するようにできる。以上の 2点
から、CT法では∇ ·Bの新たな発生を防いでいる。
CT法を用いない場合は、発生した∇ ·Bを適当な方法 (例えばDednerの方法)

により消去させなければならない。一方で CT法では、磁気力を計算するために、
面で定義された磁場からセル中心での磁場を推定しなくてはならない。

MHD波 1

全ての変数が (x, t)の関数の時、MHD方程式は次のように書き表される。

∂

∂t



ϱ

ρvx
ρvy
ρvz

ρHtot − Ptot

Bx

By

Bz


+

∂

∂x



ρvx

ρv2x + P +
−B2

x+B2
y+B2

z

8π

ρvxvy − BxBy

4π

ρvxvz − BxBz

4π

ρvxHtot −
(v·B)Bx

4π

0

vxBy − vyBx

vxBz − vzBx


= 0 (16)
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Htot =
v2

2
+

γ

γ − 1

P

ρ
+

B2

4π
, Ptot = P +

B2

8π

形式的には 8本の方程式であるが、Bxの時間発展を計算する部分は自明である。
従って自由度は 7で、MHD方程式は 7本の波動方程式 で 7種類の波動を記述し
ていると考えるべきである。
MHD波 2

より簡単な状況として物理量が次のように表し、MHD線形波動方程式を導こう。

ρ = ρ0 + ϱ(x, t) (17)

vx = ux(x, t) (18)

vy = uy(x, t) (19)

vz = uz(x, t) (20)

P = P0 + p(x, t) (21)

Bx = Bx,0 (22)

By = By,0 + by (23)

Bz = bz (24)

ここで ϱ, ux, uy, uz, p, by, bzは 1次の微小量とする。
MHD波 3

微小量について 1次の微小量だけ残すと MHD方程式は次のように書き換えら
れる。

∂

∂t



ϱ

ρ0ux

ρ0uy

ρ0uz
p

γ−1
+ By,0by

4π

by
bz


+

∂

∂x



ρ0ux

p+ By,0by
3π

−Bx,0by
4π

−Bx,0bz
4π

uxHtot,0 − (uxBx,0+uyBy,0)Bx,0

4π

uxBy,0 − uyBx,0

−uzBx,0


= 0 (25)

ここで uzと bzは他の物理量と独立に求められることに気がつく。これらの波動が
Alfvén波 (横波)である。

∂

∂t

(
uz ∓

bz√
4πρ0

)
± Bx√

4πρ0

∂

∂x

(
uz ∓

bz√
4πρ0

)
= 0 (26)

これらの他に流体力学の時と同様にMHD方程式にはエントロピー波が含まれて
いる。

Ds

dt
= 0または Dρ

Dt
− 1

c2s

DP

Dt
= 0エントロピー波 (27)
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もともと 7種類の波動があるので、残りの波動は 4種類である。7−2−1 = 4: Fast

& Slow magneto-sonic waves ×2
MHD波 4

1次元MHD波の位相速度

λ =


vx エントロピー波
vx ± |Bx,0|√

4πρ0
Alfvén波

vx ± cf Fast MHD wave

vx ± cs Slow MHD wave

(28)

初期状態で Bz0 ̸= 0の場合も、次の変換により Alfvén波を分離することができる。

u⊥ =
vyBy,0 + vzBz,0√
(By,0)

2 + (Bz,0)
2
, b⊥ =

byBy,0 + bzBz,0√
(By,0)

2 + (By,0)
2

(29)

∂

∂t
(ρu⊥)−

∂

∂x

(
Bx,0b⊥
4π

)
,

∂

∂t
b⊥ − ∂

∂x
(u⊥Bx,0) = 0 (30)

Athena++で標準となっているHLLD (Miyoshi+05)ではエントロピー波とAlfvén

波と残りに分けて計算している。エントロピー波を分けることにより、圧力や速度
が等しく、温度 (または密度)だけが異なる接触不連続面をより鮮明に捉えられる。
また性質が異なる横波を分離することにより、磁場ねじれの減衰を抑えている。
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