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全地球史解読計画『とけい班』の精神的基礎を成す概念のひとつとして、地球の軌道運動が全
地球史的時間スケールで安定であったという仮定がある。私達はこの仮定の妥当性を検証する
ために、超長期にわたる惑星運動の数値積分を行っている。本稿では、こうした数値計算を高
速に実行するための一方法として、補外法を並列化して高速化する方法を提案する。天体数
�が少ない場合の重力相互作用の数値計算はベクトル化や並列化には極めて不向きであると
考えられて来たが、補外法の並列化可能性に着目することにより、平易な算法のみで計算速度
の大幅な向上を実現することができた ���� ��� �	
	����� �����。

�� 補外法とその並列化

��� 補外法とは

常微分方程式の初期値問題の数値解法では、刻み幅 �を �に近づけるに従って計算機上の仮想
的な系が現実の物理系に近づいて行く。このことを利用し、いくつかの有限の �に対して得られ
た解を多項式近似を用いて組み合わせて �� �の極限を補外するのが補外法と呼ばれる数値積分
法である ������� �	
�� ������� ��� ������ �	

� この方法は従来の数値積分法に比べて極めて
精度が良いが、その代わりに長い計算時間が必要である ��������� �	�	�。けれども良く考える
と、補外法で使用される各 �に対する計算はすべて独立であり、干渉や通信を行うことなく別個
に計算できる ������� �� ���� �		�� �� ����!�� �		
�。つまり、補外法は極めて並列化しやすい
算法だということである。
まずは補外法の一般論を概説する。一次の常微分方程式の初期値問題は一般に以下のように書
き下すことができる。

��

��
" ���� ��� ����� " ��� ���

補外法はこの問題を以下の二段階を経由して解く方法である。

�# 段数 �と基本刻み幅	を決め、刻み幅 �� �
 " �� $� # # # � �� を �� " 	�$��として定める。��
の決め方は問題に依存する。何らかの適当な方法を用い、微分方程式 ���を刻み幅 ��で数
値積分し、対応する解 �を得る。

$# �と�� �
 " �� $� # # # � ��から、ある種の補外法（多項式補外や有理関数補外）を用いて�� � �

の場合の真の解 �を補外する。

�# に於ける数値積分法としては、���の収束性を持つ修正中点法がしばしば用いられる。��での
解 � � ���� %	� �
 " �� $� # # # � ��を求める方法は以下のように記述できる。

�� &" ����� ���� �� &" �� % ����� �$�

�� &" ����� ���� ���� &" ���� % $����� �� " �� # # # � $�� � �� ���
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���� &" ������ � ������ � &"
�

$
'���� % ������� % �������(� �)�

ここで �� � �� % ���である。��の選択に関してはいわゆる ���!���� ��*�����を採用する。

�� " �� $� �� )� # # # � ���

次には解 �らの補外であるが、ここでは+�� ��,-�.����らによる多項式補外を用いる �+�� ���

�	�$� -�.����� �	�)�。有理関数補外でも得られる結果に大差はないが、問題の種類に依存するこ
とは当然である。実際の補外は表 �の順に行われ、������と ����の関係は以下で表される。

������ " ���� %
���� � ������

���������
� � �

�
�

表 �� 補外法で使用される補外表。����は式 �)�の �に等しく、式 �
�の関係を用いて ����の方向
に補外が進む。

� � ����
�

� � ���� � ����
� �

� � ���� � ���� � ����
� � �

###
###

###
###

� � � �
� � ���� � ���� � � � � � ������ � ����

��� 並列化

補外の段数を �とした場合、数値積分の刻み幅は偶数系列 ���$��で �段取るのが普通である
�/��0����� �	���。この場合、各段の計算量は �に比例するが、単純に �段目を �番目のプロセッ
サに割り当てたのでは負荷バランスが悪くなり、並列効率が低下する。そのため私達は 
段目と
�� 
段目を組み合わせて同一のプロセッサ上で計算させ、各プロセッサの負担を均一化する工夫
をした。例えば � " �の場合には、�と �をプロセッサ �が計算し、�と �をプロセッサ $が
計算し、� � � という具合である。

�� � � � � プロセッサ � �負荷 � % � " 	�

�� � � � � プロセッサ $ �負荷 $ % 1 " 	�

�� � � � � プロセッサ � �負荷 � % 
 " 	�

	� 
 � � � プロセッサ ) �負荷 ) % � " 	�

�1�

これによって負荷バランスは極めて向上する。同様な議論は一般の �段の場合にも適用できる。
表 $には � " ��までの負荷分散の状況を示した。
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表 �� 補外の段数 �を変化させた場合に ��個のプロセッサに与えられる負荷の最適化分散。

�� ������ �� �����������
� � � � 	 
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�� 数値計算例

��� 基本刻み幅�を固定した場合

実際の並列計算には国立天文台天文学データ解析計算センターのスーパーコンピュータシス
テム 233���4�
5（富士通）を使用した �伊藤� �		
�。言語処理系はデータパラレル型の ���,

����	�4233を用い、手続き分割による並列化を行った。この方法により、天体数�が �から ��

という少数体系の進化を追う計算に於いて、)プロセッサを使用した並列計算で �倍以上の高速
化という高い並列化効率が実現された。基本刻み幅	�� �� ��と段数 �を固定した場合の計算
結果を図 �として掲載している。
並列計算に於ける効率向上のためのもうひとつのポイントは各プロセッサ間でのデータ転送で
ある �.�� ��� ���6��� �		��。容易に予測されるように、一度に転送されるデータの量が多いほ
ど並列化の効率は高くなる。図 �に示したのと同様な計算を天体数�を変えて行い、その場合の
並列化効率の変化を示したのが図 $である。予想通り、�が大きい場合すなわち一度に転送され
るべきデータが大きい方が効率の良い並列化が行われていることがわかる。
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図 �� 並列化した補外法による高速化の一例。基本刻み幅と段数と固定したもの。横軸が使用し
たプロセッサ数、縦軸は非並列計算に対する高速化の比率である。ここでは � " �とした。�は
天体の数を表す。理想的な並列化がなされた場合の高速化率も実線 �������で併記されている。

��� 基本刻み幅�が変化する場合

長い楕円軌道上を運動するような天体の運動を扱う場合には、基本刻み幅	�� ����を可変に
した数値積分を行う必要がある。このような場合にも前述した方法は高い並列化効率を実現する
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図 �� 並列化効率のサイズ�依存性。横軸が天体数�で、縦軸が四並列計算での並列化による速
度向上率を示した。

ことがわかった。基本刻み幅	を変化させる方法は多くあるが ������ �	1�� ������7��� � �		$�

3���� �� ���� �	���、私達は以下のような方式で新しい刻み幅	 �を決定した。

	 � " 	�
��

����
� � ���

ここで

�� " �������� � ������

�

���� �

�

��
���

�
� �
����� � � �

���

�

��

�	�

である。����と ������ は補外表 �表 �� 中の最終行の値である。� は許容誤差であり、ここでは
� " ���� ����	とした。
これを用いて計算効率を測定した例が図 �である。図 �と同様な数値積分を行った結果だが、基
本刻み幅	を固定した場合とほとんど同様に効率的な並列化がなされていることが見てとれる。

��� 段数 �も変化する場合

惑星との近接遭遇を起こすような天体の場合には、刻み幅のみならず段数 �自体をも可変にし
て、振動的に硬い運動に対応する必要がある。可変段数方式の補外法は既に数多く提唱されてい
るが �/��0����� �	���、これを並列化する際にはひとつの問題が発生する。使用するプロセッサ
数があらかじめ確定している並列化の場合には、使用する段数がプロセッサ数より少なくなった
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図 �� 基本刻み幅	を可変にした場合の並列化効率。計算の詳細は図 �と同一。

段階でプロセッサの稼働率が落ち、実質的な並列化効率が落ちてしまうのである。このため私達
は従来の可変段数方式を改良し、使用する段数を固定する代わりに基本刻み幅の分割数を変更し
て可変段数をエミュレートするという算法を開発し、実装した。
まず、解くべき微分方程式の右辺の関数評価回数を��で定義し、一ステップあたりの計算量を

��で表すことにする。

�� " �� % �� �� " ���� % ��� ����

�� "
��

	�

� ����

ここで 	� は 式 ��� の 	 � と同一のものである。
私達の方法では、ある時刻での解を得た時点で�� � �であれば補外表の中の ����を解として受
け入れ、次のステップに進む。次のステップでの段数と基本刻み幅は以下のように定める。

��	
 "

��	
�


�� � ����� � ��	�� の場合�

�% � ��� � ��	���� の場合�

�� �その他の場合�

��$�

	�	
 "

�	



	���� ���	
 � �の場合�

	����

�
����

��

�
� ���	
 " �% �の場合�

����

一方、�� 	 �であるかまたは � � ���であれば補外は収束しなかったものと看倣し、新たなる
段数と基本刻み幅

��	
 " ������� 	�	
 " �	���� � ��)�
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をもって計算をやり直す。��� ��は刻み幅の減数係数である。
並列計算用の工夫はここからである。私達の方法では基本刻み幅	を �個に分割はするものの、
補外に使用する実際の段数は ������個で固定とする。系の時間発展を追う中で高い精度での計算
が要求される段階が来たら、������個の小さい刻み幅系列での積分結果を用いた補外を行う。例え
ば ������ " �� � " ��の場合には、刻み幅	��と	�$については計算をせず、	��から 	���に
ついてのみ計算を行い、これらを補外して最終的な解を得る。	�� が大きな領域での解は実質的
に補外後の解にあまり影響を与えないので、この方法による精度の低下はほとんどない。また、
������を固定することで使用するプロセッサ数をあらかじめ決めることができ、並列化効率の劣化
もない。
この方法を実装し、極めて離心率の大きな彗星の運動を数値積分した場合の並列化効率を図示
したのが図 )� �である。若干のばらつきはあるもの、やはり効果的に並列化された計算が実行さ
れていることがわかる。全エネルギーや全角運動量の保存状況から、計算の精度も従来の非並列
な方法とほぼ等しい水準に保たれていることがわかった。
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図 �� 基本刻み幅	と段数 �を可変にした場合の計算の並列化効率。軸は図 �と同一。

�� まとめ

ここに記した方法は天体数�が多い場合にはもちろん有効にベクトル化され得るものである。
もちろん、天体数�が小さい場合の高速化も上述した方法により保証されている。並列計算機が
次第に普及し �岩崎ほか� �		
� 8��� �		1�、39上でも簡単に並列計算コードの実装が可能になり
つつある現在 �野澤� �		��、重力少体問題の解法を並列化することの意義はますます大きくなっ
て行くことであろう。私達の研究はその端緒を形成するものである。
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図 �� 図 )に示した計算での段数 ��上�� 基本刻み幅	�中�� 解 �太陽と彗星との距離 �+I�� 下�。


